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B [ntegral Alma Yontemeleri

f(x) fonkiyonunun belirsiz integrali tiirevleri f(x) olan biitiin fonkiyon-
lardir. Belirsiz integral

F(x) = ff(x) dx+C (Csabit) (26.1)

simgesiyle gosterilir. Belirsiz denmesinin nedeni, F(x) fonksiyonu tiirev
kabul eden fonksiyonlarin sonsuz ¢oklukta olusu ve hangisinden s6z
edildiginin belli olmayisidr. Sonsuz ¢oklukta olan belirsiz integraller
birer sabit farkiyla birbirlerine esittitler. Bu demektir ki, F(x) ile G(x)
fonksiyonlar f(x) fonksiyonuun belirsiz integrali iseler

fX)-Gx)=K (Ksabit) (26.2)

olur.

[ (x) fonksiyonunun belirsiz integraline ilkel (primitive), ters tiirev
gibi adlar da verilir. Yalinig1 nedeniyle ilkel terimini tercih ediyouz. Ama
oteki terimleri de, konuya aciklik getirmek gerektiginde, es anlaml olarak
kullanacagz.

(25.1) ifadesinde C sabiti sayisal her degeri alabilir. Dolayisiyla F(x)
fonksiyonunun sonsuzgoklukta belirsiz integrali vardir. Gergel fonksiy-
onlarda calisiyorsak, (25.1) belirsiz integralleri biitiin diizlemi doldurur.
Yani diizlemin her noktasindan gecen bir ve yalnizca bir tane belirsiz
integral vardir. Ayni fonksiyonun belirsiz integralleri kesismezler.






WX Belirsiz Integral

Belirsiz integral terimi, bir bakima, Tiirkce'de talihsiz bir adlandirmadir.
Ingilizce'de indefinite integral teriminin karsiligidir. Ama o terim yer-
lestigine gore, onu kullanmayi stirdiirmeliyiz. Aslinda bir fonksiyonun
belirsiz integrali, birbirlerinden farki birer sabit olan fonksiyonlarin
olusturdugu bir vektor uzayidir. O uzaydan herhangi birisi integral olarak
alinabilir. Hangisinin alinacag belirli degildir. Belirsiz integral deyimi
onu ifade ediyor. Biz o kadar ayrintiya inmeden ¢ok kullanilan bazi
fonksiyonlarin belirsiz integrallerini listelemekle yetinecegiz.

VY&IBN Belirsiz Integral Formiilleri

Temel Formiiller: Asagidki formiillerde u = u(x) fonksiyonunun ilgili ar-
alikta siirekli, tiiretilebilir, tiirevinin dve siirekli oldugunu ve varsayacagiz.
a, b, k € R sabit sayilardir.

L fu"du=-"-x""1+C, (n#-1)

n+l1

2. f% du=Inlul+C,
3. Judv=uv- [vdu [parcali (kismi) integral formiilii]

4. [ du=Llnlau+b|+C

Degisken Degistirme

Belirsiz integral verildigi bicemde bilinen integral formiillerinden hic
birisine benzemiyorsa, bazen uygun bir degisken degisimi ile bilinen
formdillerden birisine doniistiiriilebilir. Bu eylemin genel yontemi

sOyledir: x = g(¢) konumu yapilirsa, dx = g'(t)d t olacagi diisiiniiliirse,

ff(x)dx=ff(g(t))g’(t)dt (27.1)

bagintisi bulunur. Bu bagint1 bilinen integral formiillerinden birisine
benziyorsa, esitligin sag yani hesaplanabilir. Sonra asil x degiskenine
dénmek igin t = g~!(x) ters fonksiyonunu kullanmak gerekir. Dikkat
edilirse, bu sonug zincir theoremina benziyor.

(28.1) formiilii ile belirli integral degerleri de bulunabilir:

Teorem 27.1. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, g(t) fonksiyonu
a < g(1) < B icin siirekli ve g'(¢) tiirevi de siirekli ise a = g(a) ve b = g(B)
ise ya da buna denk olarak a = g~ (a) ve B = g~ (D) ise,
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b a
ff(x)dx:fﬁ flgeng' (nde (27.2)

olur.

Belirli integral icin var olan theoremlar, Teorem ?2 ve Teorem ??
yardimiyla belirsiz integrallere kolayca uygulanabilir.
Asagidakiler degisken degistirimini gosteren drneklerdir.

Ornek 27.2.

X 1 fdu
fx2+ldx:§ - (t=x2+1, du=2xdx)

1
=—In|u|+C

2
=lnvx2+1+C

Ornek 27.3.

in(21 1 2
fwdxz—fsintdt, (t=2Inx, dt=—dx, dxzfdt)
X 2 X 2

1
=—-—cost+C
2

1
= ~3 cosInx)+C
Ornek 27.4.

f ex+1exdx=ft”2dt, (t=e*+1, dt=e"dx, dx=e*dp

2
==?+C

3

2
= g(ex+1)3’2+c

Ornek 27.5.

f;dx- _dax
vex—1 e*V1—e2x

B e *dx dx
V1-(e %72
dt
=- dt, [t=e"x, dt=-e *dx]

V1-1¢2

=—sin't+C

=—sin"Me ™M +C

Ornek 27.6.



27.2 Trigonometrik Integraller

1
f dx
5+4x+ x?

Ornek 27.7.

f3 sin(vx+1)
0 vVix+1

Trigonometri

Ornek 27.8.

ftanxdx = f
cosx

Ornek 27.9.

cosx
fcotxdxzf —dx,
sinx

Ornek 27.10.

d
:f “ du,
1+ u?

=tan 'u+C

=tan_1(x+2) +C

2
dx:f sintdt, [tz\/x+1, dt
1

—2cos uI%

=2(cosl —cos?2)

k Integraller

sinx

dx,

dt
-] —+C
t

=-In|t[+C

=—In|cosx|+C

=In +C

COoSx

=In|secx|+C

dt
=f—+C
t
=In|t|+C

=In|sinx|+C

d
=f a dx
1+ (x+2)2

[u=(x+2),

du = dx]

_dx
2vx+1

2
2/ sintdt, [x=0=>t=1 x=3=>1t=2]
1

(t=cosx, dt=—sinxdx)

(t=sinx, dt=cosxdx)

307
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t=(secx+tanx), dt=secxtanx+sec’ x)dx konumu yapilirsa,

secx +tanx
secxdx= | secx—————dx
secx +tanx

f sec’x +secxtanx + sec’x
secx +tanx

dx+C

dat
= 7 =ln|t|+C

=In|secx+tanx|+C
cikar.

Ornek 27.11.

t = (cscx +cotx), dt=—(cscxcotx+csc? x)dx konumu yapilirsa,

cscx +cotx
cscxdx= | cscx———dx

cscx + cotx
/—csczx—cscxcotx
= +C
CSCX + cotx
_[ dt
a t
=-Inlt|+C

=—In|cscx+cotx|+C

cikar.
Ornek 27.12.

ntekise n=2k+1ve t=sinx, dt=cosxdx konumu yapilirsa,
fsinm x.cos" xdx = fsinm x(cos? x)¥ cos xdx
_ - m 2 Nk
= fsm x(1—sin“x)" cosxdx

:j}ﬂ%1—r%kdt+c

cikar. (1 - £*)* binoma gére acilabilir ve sonug ¢ ye gore bir polinom olur.
Polinom terim terime integrallenebilir. Sonra istenirse sin x’e dontistim
yapilabilir. Bunu bir 6rnekle aciklamak daha kolay olacaktir.

Ornek 27.13.

ntekise n=2k+1ve t=sinx, dt=cosxdx konumu yapilirsa,
fsin2 x.cos® xdx = fsin2 x(cos2 x)cosxdx
:fsin2 x(1 —sin® x) cos xdx, (t=sinx, dt=cosxdx)

:f(tz— hdr+C

B
=—-2+cC
3 5
1
= —sin®

1.5
x—=sinx+C
3 5
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Ornek 27.14.

fsin3 x.cos® xdx:fsin2 x(cos8 x)sinxdx
=f(1 - cos? x) cos® xsin xdx, (t=cosx, dt=—sinxdx)
:f(l—tz)thHC

:f(ts— 9de
1

1
=P -—rlscC
9 11
1 1
==-cos’x— —cos''x+C
9 11

Ornek 27.15.

1 1
fsin2 xdx = Ef(l —cos2x)dx, [sin® x = 5(1 —c0s2x)]
x 1
=———sin2x+C
2 4

1
= 3 (x—sinx.cosx)+C
Ornek 27.16.

1
fsin‘lxdx: Zf(l—cost)zdx,

1 9 2 1

:Z (1-2cos2x+cos“2x)dx, [cos x=§(1+0032x)]
x 1 . x 1 .

=———sin2x+—+ —sind4x+C
4 4 8 32
3x

1 1
= — ——sin2x+ —sindx+C
8 4 32

Ters Trigonometrik Konumlar

Cok kullanigh baz: ters trigonometrik konumlar (degisken degistirimi),
x=asinf, x=atanO, x=asecH
fonksiyonlari ile yapilir. Bunlarin karsit fonksiyonlari

0= (3) 0=t (2] 0 )3

dir.

Teorem 27.17.

Integrali alinacak ifade v a2 — x2, (a > 0) terimi iceriyorsa, x = asinf ya
da ona denk olarak = sin™! (%) konumu yapilr.
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Ornek 27.18.

ayaricaplh bir disk icinde b < a olmak iizere [b, a] araligina diisen
daire kesmesinin A alanini bulunuz.

Coziim: dairede simetriyi kullanirsak, s6zkonusu alan I.bolgedeki
alanin iki kat1 olacaktir. Dolayisiyla,

a a
A:f \/az—xzdx:f (a®cos0)do, [x = asin®, dx=acos8db]
b b

a*(0 +sin6.coso)|

X=a
xvVa? —x2)

L 1.X
a®|sin 1(—+ 5
a a

x=b
j b
= %az - azsin_l(g) - bV a?-b?
cikar.

Ornek 27.19.

1 3sec’0 )
A—f mdx—fmde, [x=3tanO, dx=3sec“0dO]

= fsec@d@

=In|secO +tanf|+ C

V9 + x2 x
3
=ln(\/9+x2+x)+C1, [C; =C—-In2]

=In +C

cikar.

Céziimlii Problemler

1.
fdx=x+C
2.
fkdxzkx+C
3.
1,
fxdxz—x +C
2
4,
2 13
x“dx==-x>+C
3
5. .
fx"dxz X"+ C
n+l
6.

1
/xex2 dx= Eexz +C
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7.
1
fxz(l—x3)5 dx=—Exs(xs—2)(x6—3x3+3)(x6—x3+1)+C
8.
fln(x+\/1+x2) dx=xsinh 'x)-Vx2+1+C
9. 5
X 1,, 5
f1+x2 dxzi(x -In(x*+1)+C
10.
xe* er
f dx= +C
(1+x)2 x+1
11.
/xefx dx=—-e*x+1)+C
12.
1 6 5 15 1
fx(x—l)6 dx==x8—x"+=x8—4x’+ =x* 23+ =%+ C
8 7 2 4 2
13.
1 1
f dx=-In6x+3)+C
5x+3 5
14.

9 x+1
[l
4 x+2y/x-3
integralini bulunuz.
Coziim:

t = v/x degisken degistirimi yapilirsa

t=vVx =
1
dt = ——=>dx=2vxdt=2tdt
2Vx vx
x = Pox+1=r2+1
X = 4—1t=2
X = 9—1t=3

(27.3)

degisken degistirimi yapilinca,

/9 x+1 f3 ?+1
4 x+2/x-3 2 2+2r-3
3 283421
=f 723!
2 t“+2t-3
3 16t —12
= 20—4+ ————|dt
2 (t—-1)(t+3
3 1 15
:f (Zt_4+_+_)dt
2 t—1 t+3
=t*—4t+In|t—1|+15In|t+3|3
=[9-12+In2+15In6]—[4—8+0+15In5]

=In2+15Iln6+15In3-15In5+1
=In2+15In6-15In5+1
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[stenirse, 5. esitlikten sonra ¢ degpiskeninden tekrar x degiskenine
doniisiim yapilabilir

/9 s 4Vx+In|Vx+3[3
—— ax=X- X+Injvx
4 X+2y/x-3 4

=In2+15In6-15In5+1

bulunur.

15.

2T sinnx
- dx
0 X“+n

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

Bu problemi ¢6zmek i¢in 6nce (28.4) esitsizliginin varligini gérecegiz.

) 27 sinnx o 2n
lim dx < lim lim —_ =0 (27.4)
n—cojo x?+n? n—co Jo x2+n?

Sonra Teorem ?2-10.’yu kullanacagiz:

fzn sinn.x dx <f2n ! dx (27.5)
0o x2+n? “Jo |x2+n? ’
2m 1
< f — dx (27.6)
0o N
27
=— 27.7)
n
Bu esitsizliklerden limite gecersek,
2T sinnx 27
lim 5 deslim—zzo
n—oojJy x%*+n n—oo
cikar.
16.

f (x+3)sin(x*+3x-5) dx

integralini hesaplayiniz.

Cozim:

1
f(x+3) sin(x* +3x-5) dx = Efsin(x2 +3x-5d(x*+3x-5)

1
:—Ecos(x2+3x—5)+C

17. d
x
[ —
(x+2)3—x)
integralini hesaplayiniz.

Cozim:
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X
—dx:f—dx
f (x+2)B-x) V6+x—x2
dx

V6 —(x2—x

1
f dx, t=(x--)
25 (x 2)2 2
- f S
2
\/f—rz

=sin”" " [—=|+e
5/2

. _I(Zx—l
=sin
5

+e

18. .
f xIn(x+3) dx
0
integralini hesaplayiniz.
Coziim:

t =In(x+3) konumu yapilirsa dv =x dx, dt= x+3, v= olur. Bunlar
kismi integral formtiltinde kullanilirsa,

2 1 2
fxln(x+3) dx—x—ln(x+3)__fx_ dx
2 +3

2

X 1 9
:—ln(x+3)——f(x—3+—) dx
2 2 xX+3

x2 1(x?
=—Inx+3)—-=|—-3x+9In(x+3)|+C
2 2\ 2

olur. Buradan

1 5 9
f xIn(x+3)dx=-—-In4+-1In3
0 4 2

bulunur.

19.

fe”z sin(ax) dx = L e*!? (sm(ax)

1 —acos(ax)|+C
(a® + 1) 2

oldugunu saglayiniz.

20.

tan(Z
tan™! ( 2 ) +C

1
[—
(3cosx+5) 2 2

oldugunu saglayiniz.

21.

1
fexsinx dx= Eex(sinx—cosx) +C
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22.
fxsinx dx=sinxxcosx+C
23.
fesmxcosx dx=e""+C
24. ]
fcsc(Bx) sec(3x) dx = 3 (In(sin(3x)) —In(cos(3x))) + C
25.
1(2x-1
1 1 1 tan
f dx:—ln(xz—x+1)+—ln(x+1)+M+C
1+x3 6 3 V3
26. )
dx=-2V4-x+C
| = e
27.
f 2x
———+C
Vi
28. I
fZSinxcosx dx:—i cos(2x)+C
29. f . )
+
1+ e2* dx =tan~1(e¥)
Rasyonel Fonksiyonlarin integralleri:
L [ Gz du= -7 +C, (au+b#0)
_ 1 1
2. f(u+b)" du= m(u"‘d)rﬁ +C’
3. Julu+a)" du= Grgoms U+ @™ (n+Du-a)+C,
4. f1+ sdu=tan'u+C
5. [z du=4tan”'($)+C=—scot ' (H)+C
6. f—uziaz du= ln|u+a|+C
1 _ 1 1, 2ax+b
7. fax2+bx+c dx = T tan~ (\/7)+C
1 -1 2 ___b -1_ax+b
8. fm dx = 5_1nlax”+bx+c| amtan m+c

Koklii ifadelerin integralleri:
1. [Vx—adx=3(x-a)P?+C

2. f\/xlTa dx=2Vxta+C

3. f\/ulfx dx=-2ya-x+C

4. fﬁduzsin‘l(%)+C=—cos‘1(%)+C
5. f\/ﬁduzln‘u+\/u2—a2|+c

: fﬁ duzln‘u+\/u2+a2|+c
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_1 u
7 ‘fu a’+u? du_“ln a+va?+u? +C
= LcosTl(¥) = -1
8fu ey =2cos (9)= sec (m+C

9. [Vie+a?du= %\/mi%zln|u+ u*+a’|+C
10. [V@ - du=2V@ -+ % sin" (4 +C
Trigonometrik Fonksiyonlarin integralleri:

1. fsinudu=-cosu+C

2. fcosudu=sinu+C

3. [ftanu du=In|secu|+C=In|cosu|+C

4. [cotudu=In|sinu|+C

5. [secu du=In|secu+tanu|+C=In|tan(§ + })|+C

6. [sec’udu=tanu+C

7. [esc?udu=—cotu+C

8. [cscutanu du=secu+C

9. [fcscucotudu=-cscu+C
Hiperbolik Fonksiyonlarin integralleri:

1. [sinhudu=coshu+C

2. [coshudu=sinu+C

3. [ftanhu du=In|coshu|+C

4. [cothudu=In|sinhu|+C

5. [sech(u) du=tanh !(sinhu)+C

6. [csch(u) du=—coth™(coshu)+C

7. [sech®(u) du=tanhu+C

8. [csch?(u) du=—cothu+C

9. [sech(u)tanhu du = —sech(u)+C

10. f[esch(u)cothu du=—csch(u)+C
Ustel Fonksiyonlarin Integralleri:

1. fekdu=1teku+C

2. fa”du——a +C (@a>0,a#l)

~ Ina

w

. fuak”duzklhaak”+C (@a>0, a#l)
4. fuzak“duzak”(”—,:—i—';+%)+c

5. fe dx—lnu+szty Uex)

“n.onl

315
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6. [e“sinbudu= WMC{Z +b*+C

7. [e™cosbudu= W +C
Logaritmik Fonksiyonlarin integralleri:

1. [In(kx) dx=xIn(kx)—x+C

2. [In(ax+b) dx=xIn(ax+b)—x+ %ln(ax+ b)+C

3. [(nx)? dx=x(nx)?-2xlnx+2x+C

4. [(In(kx)" dx=x(nx)"—n [ (n(kx)"! dx+C

l n
5 [ dx=In|lnx/+Y, 804 C

m+1l  (m+1)2

6. fxm.lnxdxzxm“(l“—x— : ) (m#1)

1 — 1
7 J s dx= (=D nx)"1 (n#1)
8. [In(x?+a?) dx=xIn(x?+a?) —2x+2atan™' (£) + C

9. [sin(lnx) dx = % (sin(Inx) — cos(Inx)) + C

10. fcos(Inx) dx = %(sin(lnx) +cos(Inx))+C

Rasyonel Fonksiyonlarin Integralleri

YYBWN Payda'nin Tiirevi Pay'a Esitse

y=Inu= y' =% bagintisin1 kullanirsak,

!
f uL(jgjx =Injux)|+C

yazabiliriz. Bazen uygun degisken degistirimi ile integrali alinacak
fonksiyon bu biceme sokulabilir.
Ornekler:

1. y=lnx=y' = J—lc bagintisini kullanirsak,

dx
f—=1n|x|+C
X

yazabiliriz.

2. Integrali alinacak fonksiyon xfla biciminde ise, onun In|x — a|+ C

foksiyonunun tiirevi oldugunu biliyoruz.

1

integralini hesaplamak icin w = x — 2, dw = dx konumu yapilisa,

1 1
/—dxz/—dw=ln|w|+C=1n|x—2|+C
x—2 w

bulunur.
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3. Paydanin tiirevi paya esitse, bir degisken degistirimi ifadeyi dTW
bicimine donitistiiriir.

2
re—2r
—-————d
fr3—3r2+1 '
integralini hesaplamak icin
w=r3-3r+1, dw=@r?-6ndr=30%-2rdr
konumu yapilisa,
r2—2r
f f —dw
3r2+1
:—ln|w|+C
3
1
:§1n|r3—3r2+1|+C
bulunur.

4. Cogunlukla payda'nin tiirevi paya esit olmaz. Bu durumlarda da
degisken degistirimi bazen ise yarayabilir.

s+2
—ds
s+3

integralini hesaplamak icin w=s-3, dw =dskonumu yapilisa,

s+2 +5 5
f—d —fw dw=/(1+—
s+3 w w
=w+5In|w|+C

=s—-3+5In|s-3|+C

dw

bulunur.

Y@ DBasit Kesirlere ayirma

Teorem 27.20. SEX; rasyonel fonksiyonu igin, payin derecesi pay-

dadinkinden kiigiik ve paydanin bas katsayist 1 olsun. Payda
Q) =(x-a)(x-az)...(x—an)

gibi dogrusal carpanlarina ayrilabiliyorsa,

P(x) A Ay A
= +...+ (27.9)
Qx) x—-a x—a X—ap
biceminde yazilabilir.

Bu teoremin formal ispatini vermeye gerek kalmadan, integral
hesabinda gerekli olacagi icin Ay, Ay, ..., A, katsayilarinin hesa-
planisini gosterecegiz. O eylem ispat yerine gececektir. Bunun icin
yapilacak is basittir. (28.9) ifadesinin sag yanindaki terimlerin pay-
dalarim esitleyip ortak payda altinda toplariz. Sag tarafin paymna
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gelecek olan polinoma S(x) dersek, (28.9) esitliginin saglanabilmesi
icin
P(x) S
Qx) Q)

esitliginin saglanmasi gerekir. Buradan P(x) = S(x) olmasi gerektigi

(27.10)

cikar. Bu 6zdeslikte esit dereceli terimlerin katsayilarini esitleyerek
istenen Aj, Ay, ..., A, katsayilar1 hesaplanabilir.

Katsayilar1 kolay hesaplamaya yarayan baska pratik bir yéntem de
gOyledir: (28.9) esitliginin iki yanin1 herhangi bir (x — a;) ile ¢carpip
X — a; iken limiti hesaplayalim: Her (1 < j < n) igin,

P P(a;
Aj= Jim (- ap o )

) = (27.11)
j Q) (aj—m)aj—az)...(aj—ay)

yazilabilir. Bu esitlikte paydasi (x — a;) olan terime kargilik gelen
Aj katsayis1 bulunmusg olur. Her (1 < j < n) igin bu eylem yapilirsa,
Ay, Ay, ..., A, katsayilar hesaplanmis olur. Bu isleme dikkat edersek,
yapilan is,

Px) P(x)

Q) (x—a)(x—ap)...(x—ay)

(27.12)

esitliginin sag yaninda paydadaki (x — a;) ¢arpanini yok sayip geride
kalan ifadede x yerine a; koymaktan ibarettir. Katsayilarin hesaplan-
masinda bu oldukga kolaylik saglayan bir yontemdir.

Ornekler: Bazen paydayi carpanlarina ayirmak integral iglemini

basitlestirir.
5.
x+4
/ ———dx (27.13)
X2 -5x+6
integralini hesplamak i¢in, ifadeyi basit kesirlerine ayiracagiz.
x+4 x+4
= (27.14)
X2-5x+6 (x—2)(x-3)
A B
=—+— (27.15)
x-2 x-3
Ax—-3A+Bx—-2B
= (27.16)
(x-2)(x-3)
= (A+B)=1, -3A-2B=4 (27.17)
= a=-6, B=7 (27.18)
olur. Buradan,
+4 1 1
fx—dxz—(if—dx+7f—dx (27.19)
X2 -5x+6 x-2 x-3
=—-6In|x-2|+7In|x-3|+C (27.20)
cikar.
6.
x?+1 A A A
x= + +
(x=2)(x+2)(x—b5) x—-2 x+2 x-5
104 35 15

= + +
84(x—-5) x-2 x+2
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yazilabilir. Buradan

x*+1 f 104 f 35 f 15
dx= + +
(x=2)(x+2)(x—=5) 84(x—5) x—2 xX+2

1
= 8—4(104ln|x—5|—351n|x—2|+ 15In|x+2|+C

bulunur.

7. Payin derecesi paydaninkinden biiytiikse, 6nce bélme islemi yapilir,
sonra yukaridaki yonteme basvurulur:

3
x° -4
=
x2—x-2

integralini hesaplamak icin énce pay1 paydaya bélelim:

x3 -4 (x+2)+ 9x+2
_— = (x —
x2—x-2 x2—x-2

oldugundan

34 9x+2
fzx—dxzf(x+2)dx+f2de
xc—-x—-2 xc—-x-2

x2 9x+2
:—+2x+C1+f—dx
2 x2—-x-2

yazilabilir. Sagdaki integrali hesaplamak icin,

9x+2 A N B
2-x-2 x+1 x-2
7 20
2A:—,B:—
3 3

oldugu diisiiniiliirse,
x3-4 x? 7 20
—dx=—+2x+C;+-In|x+ 1|+ —In|x-2|+ C,
x2—x-2 2 3 3

x? 7 20
:?+2x++§ln|x+1|+?lnlx—2|+C, (C=C1+(Cy)

bulunur.

3
x°+2
f3 dx
X0 —X

integralini hesaplamak icin, ifadeyi,

3
x°+2 x+2 x+2

f dx:f(1+ )dx:x+f dx
x3—x x3—x x3—x

bi¢ciminde yazalim. Sag yandaki integral icindeki ifadeyi basit kesirler-

ine ayiralm:
X+2 xX+2 _A+ B C
B-x xx-Dx+1D) x x-1 x+1
_AW*-1)+B(x* +x) + C(x* — x)
B x(x—1)(x+1)
A+B+C=0
={B-C=1

-A=2
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cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A = -2, B =3/2, C = 1/2
bulunur. O halde,

[ 2aememz [Laned [ Loave ] [ L
x> =X x—-1 2J x+1

1
:x—21n|x|+51n|x—1|+§ln|x+1|+C

cikar.

9. Paydanin bir yada iki dereceli bir carpam m kez tekrar ediyorsa, onu
kesirlerine ayirirken s6z konusu carpan icin, dereceleri 1 den m ye
kadar degisen terimler eklenir.

Ornek 27.21.
f dx
x(x2-1)2
integralini hesaplamak icin, ifadeyi kesirlerine ayiralim:
1 A B C

—_—
x(x2-12 x x-1 (x-1)2
_A(X*-2x+1)+B(x*—x)+Cx

x(x—1)2
A+ B+ =0
—={ -2A-B+C =0
A =1

cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=1, B = -1, C = 1 bulunur. O

halde,
szfldx—dex+ ! dx
x(x2-1)2 X x-1 (x—1)2

1
=In|x|-In|x-1|-——+C
x—1

cikar.

Paydada Gergel Kékii Olmayan Carpan Varsa

Payda'da ax? + bx + ¢ gibi ikinci dereceden bir carpan var ve b? —4ac <0

ise o ¢carpana ait gercel kok yoktur. Basit kesirlere ayirirken ona ait terimi

Ax+B
ax?+bx+c

1 X 1 X
dx, f dx, f dx, f dx
fx2+a2 x2 +a? x% —a? x2 — a?

tipi integrallerin hepsine uygulayabiliriz. Sonuclar daima,

biciminde yazariz. Tabii, ayni diisiinceyi

1 1
fmd —Ztan 1( )+C (27.21)

1
x2 + 2 X= Eln(x +a )+ C (27.22)

1 |x— al
f —1In +C (27.23)

x2 - az 2a |x+ al

) :—lnlx —d®l+C (27.24)
X
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formiillerine indirgenebilir.

Ornekler
1.
2
xX“+3x+2
==
X3 +x
integralini hesaplamak icin, ifadeyi,
3 2
x°+2 +3x+2
oD
xX3+x x(x2+1)
biciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢cindeki ifadeyi basit kesirler-
ine ayiralim:
x?+3x+2 x*+3x+2 A ,Bx+C
x(x2+1) x(x2+1) x  x2+1
_A(x*+1)+Bx*+Cx
T x(x-D(x+D)
A+B =1
=< C =3
A =2
c¢ikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=2, B=—-1, C=3 bulunur. O
halde,
342 1 1
fx dxzzf—dx—f al +3[ dx
B+x x x2+1 x2+1
1
=2In|x|- Eln(x2 +D+3tan ' x+C
cikar.
2.

1
fxz—azdx

integralini hesaplamak icin, ifadeyi,

S R
x2—a? x—a)(x+a)

bi¢ciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢indeki ifadeyi basit kesirler-
ine ayiralim:
1 A B

= +
(x—-a)(x+a) x—-a) x+a
B Ax+ Aa+Bx—Ba

(x2 - a?
A+B =0
—
Aa—Ba =1

¢ikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A = 1/(2a), B = —1/(2a)
bulunur. O halde,

1 1 1 1 1
——dx=— X—— X
d d d
x2—a? 2a) x—a 2a) x+a
1 1
=—In|x—a|l-—In|lx+a|+C
2a 2a

1 |x—al
=—In +C
2a |x+al

cikar.
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3. Bazen uygun bir degisken degistirimi ile payda'nin tiirevi paya

f x2+2
——dx
4x544x3 4+ x

integralini hesaplamak i¢in, integrali,

xX2+2 x2+2
——  dx= dx
4x5+4x3 4+ x x(2x2+1)(2x% +1)2

biciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢cindeki ifadeyi kesirlerine

esitlenebilir.

aywralim:

X2 +2 A Bx+C Dx+E
—_—=—+ +
x—a)(x+a) x 2x2+1 (2x2+1)2
_Alx*+4x+1)+B@x"+x*)+ C(2x* + x) + Dx* + Ex
B 4x5+4x3 4+ x

4A+2B =0

2C 0
=

4A+B+D =1

A =2

cikar. Son denklem sistemi ¢oziilirse A=2, B=-4, C=0 D =
-3, E =0 bulunur. O halde,

X2 +2 dx xdx xdx
—— dx=2| — -4 -3
4x5+4x3 +x X 2x2+1 2x%2+1)2
du 3 (du 2
=2In|x|- | ——- — (u=2x"+1)
u u

4

3
=2In|x|-In|u|l+ —+C
4u

2
X 3 1
=21n( )+— +C
2x241) 4 2x2+1
cikar.
4,
1
dx

f x3+1

integralini hesaplamak icin, integrali,

1 1
LI —
x3+1 x+D(x2-—x+1

biciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢indeki ifadeyi kesirlerine

aywralim:

1 B A N Bx+C
x+Dx2-x+1 x+1 x2-x+1
A -x+1)+B(x*+x)+C(x+1)
B x+D(x2-—x+1
A+ B =0
=<{-A+B+C =0
A+C =1
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cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=1/3, B=-1/3, C=2/3
bulunur. O halde,

f 1 1 dx 1 ((x-2)dx

XxX=- —_— —_—

x3+1 3J x+1 3J x2—-x+1

1_3

1 1 x-5-3
:§1n|x+1|—§f%dx

(x-3)"+1

1 1 u 1 du
=—1n|x+1|——f—du+—f—+C
3 3 u2+% 2 2 %

1 3
:§1n|x+1|——ln(u + =

1 _1(2u)
Sl “Zl+c
Z\F V3

1 1 2x—-1
:§1n|x+1|—gln(x —x+1)+—tan 1()C—)+C

\/_ V3
cikar.

Karma problemler

1. Asagidaki integral formiillerini dogrulugunu saglayiniz.

Ornek 27.22.

f d (sin”'x) = !

dx B V1- xz
Ornek 27.23.
d 1
—q =-C
f dx( nx) X
Ornek 27.24.
1
f —dx=lnx+C
X
Ornek 27.25.
d 2 2
d—(sec x)=2tanxse“x+C
X
Ornek 27.26.
x _
fx(ax)dx =2 (lnza D +C
In“a

Ornek 27.27.

fx(sinhx)dx = x(coshx)+sinhx+C
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Ornek 27.28.

fsin\/}dxz 2(sinvx—2cosvx+C

Ornek 27.29.

fsin‘l(\/})dx = %(\/—(x— Dx+sin”'(vVx)+C

Ornek 27.30.

ftan*l(\/})dx =(x+Dtan ' (WVx)-Vx+C

Ornek 27.31.

1
fxlnx: sz(Zlnx— HD+C

2. Asagidaki integralleri bulunuz.

Ornek 27.32.

X2 -5x-9 B
(x=Dx+D(x+2)

{é(—lSln(x— D+9In(x+1) + 101n(x+2))} +C

Ornek 27.33.

3x*+18x+15
(x-1D(x+2)2

integralini hesaplamak i¢in, integrali alinacak rasyonel fonksiyonu,
kesirlerine ayiralim:

3x°+18x+15 A B C
= + +

(x-Dx+2)2 x-1 x+2 (x+2)2
_ A(x+2)2)+B(x—l)(x+2)+C(x—1)
B x+D(x2-—x+1

A =4
A+B =3
-
B= =3-A=3-4=-1
C =3

cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=4, B=-1, C=3 bulunur.
O halde,
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3x2+18x+15 x_f4dx _f dx . 3dx
x-Dx+22 ~J x-1 X+2 (x+2)2

=41n|x—1|-1n|x+2|+3f(x+2)—2dx+c

(x=1* 3(x+2)7!
=In +

+C
|x+2] -1
x-D* 3
=In -—
[x+2] x+2
cikar.
Ornek 27.34.

f3x2 +18x+15
(x-D(x+2)2
integralini hesaplamak i¢in, integrali alinacak rasyonel fonksiyonu,

kesirlerine ayiralim:

3x2+18x+15 A B C
= + +

x-Dx+2)2 x-1 x+2 (x+2)?
_ A(x+2)2)+B(x—1)(x+2)+C(x—l)
- x+Dx2-x+1

A =4
A+B =3
-
B= =3-A=3-4=-1
C =3

c¢ikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=4, B= -1, C =3 bulunur.
O halde,

3x2+18x+15 f4dx f dx 3dx
—————dx= +
(x—D(x+2)2 xX+2 (x+2)2

:4ln|x—1|—ln|x+2|+3f(x+2)_2dx+C

x—l_

(x-D* 3x+2)7!
+

+C
|x+2] -1
x-D* 3
=In -
|x+ 2| X+2
cikar.
Ornek 27.35.

f(l—?)x)sdxz t=1-3x, dt=3dx

-1
=ft5(—dt
3

-11
:——IB
3 6

-1 6
=—(1-3x)"+C
18



326 Belirsiz Integral

Ornek 27.36.
Inx+4)3 1
fgdxz t=Inx+4, dt=—dx
X X
=ft3dt
1
= —[4
4
1 4
=—(nx+4)*+C
4
Ornek 27.37.
faxdx=> t=a*=t=e'"e
:fexlnadxziexlna_*_c
Ina
1
=—a“+C
Ina
Ornek 27.38.
avx )
f dx—=x=t"=>dx=2tdt,
Vx
=2fatdt
2 t
=—a +C
Ina
2
= —aﬁ+C
Ina
Ornek 27.39.
3
f dx = t=x*=dr=4x3dt,
1+x8
1 dt
[y,
4) 1+¢2
1
= —tan_l(x4)+C
4
Ornek 27.40.

Ccos X — smx
f f——ln|u|+C
smx+cosx
d(sin x + cos x)
=—dx
sinx + cosx

=In|sinx+cosx|+C
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Ornek 27.41.

f\/cosSx sinxdx = t=cosx, dt=—sinxdx

=—f\/ﬁdt

= —f r'2dt

2.7
=—=12+C
7

2 7
= —?(cos2 x+C

Ornek 27.42.

fxgx/x—3 dx = 1% =x-3,2tdt=dx, x= ?+3
:f(t2+3)3.r.(2tdt), [(a+b)® = a®+3a’b+3ab® + b

= zf(r8 +98 42764 + 2712 dt

24 18
==+ —
9 7

2 9 18 7 54 5 3
= §(x—3)2 +7(x—3)2 +€(x—3)2 +18(x-3)2 +C

54

54
f+=r+=+C
5 3

Ornek 27.43.

ekok{4, 5} =20= 1" =x+1, 20t"9dt = dx, x = t** - 1 konumuyla,
3+\4/x+1d 3+ V120
——dx = -
Vx+1 V120
348 19

3t19
=20f(t20+7)dt

20 15
=y =%y cC
21 4

(20¢%d ¢

20 21 15 1
=X+ DD + —(x+ 15 +C
21 4
bulunur.
Ornek 27.44.
u=x,dv=e*dx, du=dx, v=e*, fudv=u.v— [v.du konumuyla,

fxexdxzxex—fexdx

=xe*—e*+C

=ef(x-1)

bulunur.
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Ornek 27.45.

u=x%dv=e‘dx, du =2xdx, v=e*, [udv=uv- [vdu

konumuyla,
2 X _ .2 x X
fxe dx=x"e —foe dx
=x%e*—2¢"(x—1)+C
=e"(x®-2x+2)+C
bulunur.
Ornek 27.46.

y=f(x), Ox, x = a, x = b egrilerinin sinirladig1 diizlemsel alan,

b
f fx)dx (27.25)
a
belirli integrline esittir.
Ornek 27.47.

y = 2x egrsi, Ox dogrusu, x = 1 ve x = 2 dogrularinin siirladigi
diizlemsel alan1 bulunuz.

2
A= f 2xdx (27.26)
1
212
= x°|; (27.27)
=22-1=3 (27.28)
2+4
A= 5 x1=2 (27.29)

Ayni sonucu, Sekil 28.5’deki yamugun alan formdilii ile de bulabiliriz.
Animsayacaginiz gibi, yamugun alani, taban uzunluklar1 toplaminin
yarisinin yiiksekligi ile carpimina esittir.

Bazi araliklarda y = f(x) fonksiyonu negatif degerler alabilir. O
zaman (28.26) Riemann toplamindaki negatif y; ler icin gikdértgen
alanlar negatif olur. Oysa, diizlemsel alanin degeri daima pozitif ol-
malidir.Negatif alan tanimml degildir. O nedenle, negatif alanlar1 pozitif
yapmaliyiz. Bunu yapmak i¢in fonksiyonun negatif degerler aldig: aralik-
lar1 saptar ve onlar i¢in buldugumuz belirli integrali pozitif yapariz. Bu
eylemi pratik bir formiile baglamak da miimkiindiir:

b
A:f lf(x)ldx (27.30)
a

Ornek 27.48.
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egrisi altinda ve [%, 1] alaig1 iizerinde kalan alani bulunuz. Verilen
bolgede y = cos x fonksiyonu pozitif degerler aldig i¢in, istenen alan,

1
Azf cosxdx = sinx|y (27.31)
0.5
=sin(1) —sin(0.5) (27.32)
=0.841-0.479 (27.33)
=0.362 (27.34)
olur.
Ornek 27.49.

Yaricapi r = 3 olan dairenin iist yar1 diizlemdeki alanini bulunuz.

A 3
E:f \/9—x2dx=f3 1-sin?t costdt, [x=3sint, dx=3costdt]
0

/2
=9f cos’tdt
0
9 /2
:—f (1+cos2t) dt
2Jo
9 9
=—t+—fcos2tdt
2 2
9 l 7'[/2
= —t+ —sin2¢
22 0
—9sin 1(1)
S 2
_9n
22
I
T4

olur.

Uyar127.50. Asagidaki integral formiilii kullanilirsa ayni sonug elde edilir.

2
u a u
f\/az—u2 du:E\/aZ—u2+—2 sin“'(=)+C
a

Ornek 27.51.

Ornek 27.52.

f2(4x3—9x2)dx:4f2x3dx—9f2x2dx
0 0 0
= ('-35
=2'-3(2)°
=1624=-8

Sekil 27.5: y = cos x alindaki Alan
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Ornek 27.53.

0 1 0
f @x-1)%dx=-02x-1)* =-78
-2 8 -2

Ornek 27.54.

y =x?—4x+5ile y = 2x -3 egrileri argasinda kalan alanm1 bulunuz.

3 4
f [(x2—4x+5)]dx:f (=x? —4x+5)dx
1 2

3 3

X 5 64
= ——-2x"“-5x) =(—+48-32)
3 1 3
_ 64
-3
Ornek 27.55.
2 2x 3 23 8
f ptdx= | =2 -8
0 In2|, In2 In2
Ornek 27.56.
2v2 2 P2 v
f (x*+1dx= —+x =—
0 3 0 3
Ornek 27.57.

y =1- x? parabolii ile y = x dogrusu arasinda kalan alan1 bulunuz.

7(-1+V5 5
f (1-x—-x%)dx=5==1.86339
1(-1-v5) 6

Ornek 27.58.

y=16x—10x> + x% ile y = —16x + 10x> — x> egrileri arasinda kalan alani
bulunuz.

2 2. .3 8 2., .3 1136
f (B32x-20x"“+x )dx+/ B2x—-20x“+x°)dx = 3 =378.667
0 2
Ornek 27.59.
y =|x| ile y = 6 — x? egrileri arasinda kalan alan1 bulunuz.
3
f 6—x* +|xNdx =27

-3

Ornek 27.60.

[0,27] aralig1 lizerinde y = sinx ile y = cos x egrileri arasinda ve [kalan
alani bulunuz.

/4 T
f (cos—sinx)dx+ f (—cos+sinx)dx = 2v?2 ~ 2.82843
0 /4
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Alistirmalar

1. Asagidaki integralleri hesaplayimniz.

/ 3dx / dx
1. 2.
3x—4 3-5x
f xdx A fxzdx
nx—3 ’ x-3
f dx 6 f dx
x2-4 ' 3—x2
f X2 8 f xdx
xX24+2x-2 ’ 3—x?
dx 1
= . [ s
2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
x-3 1
1. f dx 2. f dx
X2+ x 9x+ x3
1 X
[l [t
9x2 —6x+2 2+ 6x+9x2
/ 1+ x2 f 1+x3
_ 6. ——dx
9x2 —6x xX2+7x+12
; f x3 o f dx
’ x3—ad ' 2x+2x2+x3
1 X
9. _ 10. ——dx
fx4—3x3 fl—x+x2

Ilkel Fonksiyon Biliniyorsa

Bir fonksiyonun integralini almak demek, o fonsiyonu tiirev kabul eden
fonksiyonlar bulmak demektir. Oyleyse, isin esasi (f, f’) (fonkion-tiirevi)
eslesmesidir. Bir fonksiyonun sonsuz cokluktaki belirsiz integralleri
(ilkelleri) birer sabit farkiyla birbirlerine esit olduguna gore, sabiti ihmal
ederek(f, f') eslesmesini bire bir imis gibi gorebiliriz.

Calculu’ta tiirev alma kurallar1 integral alma kurallarindan daha
yeteneklidir. Tiirevi olan her fonksiyonun tiirevini bulmamizi saglar. Ama
bu kesimde gorecegimiz gibi, integral alma kurallarimiz ¢cok yetenekli
degildir. Bir fonksiyonun integralinin varligini biliyor olsak bile, bazen
o integrali bulamayabiliriz. Bunun tipik 6rnegi [ e dx integralidir.
integrand siirekli oldugu icin, integralin varhgini biliyoruz, ama e
fonksiyonunu tiirev olarak kabul eden fonksiyonu bilmiyoruz.

Integral alma eyleminde genel sayilacak tek kural, integrandi tiirev
kabul eden fonksiyonun bulunmasi eylemidir. Bu eylem sonug olarak
(f, f)) eslesmesine indiegenir. Biitiin integral alma yontemleri sonunda
(f, f) eslesmesini kullanir. O nedenle ne kadar ¢ok fonksiyonun tiirevini
biliyorsak, ters islemi, yani tiirevden ilkel fonksiyonu bulma eylem-
ini de o kadar biliyor oluruz. Bunun i¢in tiirev alma kurallar1 bize ¢cok
bilgi veriyor. Sabitler, polinomlar, rasyonel fonksiyonlar, trigonometrik
fonksiyonlar, ters fonksiyonlar gibi bir simiflandirmayla pratikte cok
kullanilan fonksiyonlarin tiirevlerini listeleyebiliyoruz. Oradan ters
déniisiim yaparak (f, f') eslesmesine donebiliriz.
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Genel gecerligi olan yontem olmadigi icin, fonksiyonlar alt sinflara
ayirip, her simif icin gecerli olan integral alma yontemlerini ortaya koy-
acagiz. Yukarida da séyledigimiz gibi, alt siniflara b6lme sorunu tam
¢6zmiiyor. Ama oldukga iyi sonugclar veriyor. Bilmemiz gereken sey,
hangi alt sinifta hangi yontemi kullaniyorsak kullanalim, sonugta (f, f')
eslesmesini kurabilirsek integrali ¢6zmiis oluyoruz.

Dogal olarak, alt siniflarda integral alirken bazi kurallar ortaya cikiyor.
Onlari birer alet (fomiil) olarak kullaniyoruz. Aletler ¢ok isimize yarar.

Alt siiflara b6lme eylemi icin de genel gecerligi olan yontemden
s0z edilemez. Ama tarih boyunca sinama-yanilma yontemiyle ortaya
cikarilan bazi simiflar oldukca standart sayilir. Bu kesimde onlari ele
alacagiz. Yine de ele aldigimiz alt siniflarin tam bir liste olusturmadigini
bilmeliyiz.

Siirekli Fonksiyonlarin Integrali
Stiirekli fonksiyonlarin ilkelleri vardir. Bunu bir teoremle ifade edebiliriz:

Teorem 27.61. Iaraliginda f(x) siirekli ve her a € I noktsinda, degisken x
degeri icin

X
F(x) =f fdt (27.35)
a

ise F(x) fonksiyonu I araliginda f (x) fonksiyonunun ilkelidir. Baska bir
deyisle, her x € I noktasinad F'(x) = f(x) olur.

Ispat:
x ile x + Ax noktalar I araliginda iseler;

X+Ax

F(x+Ax)=/ fnde

a

X X+Ax
=f f(t)dt+f
a X

olur. Buradan

xX+Ax

F(x+Ax)—F(x)=f fdte

X

yazilabilir. Sag yandaki ifdeye integralin ortalama deger teoremini
uygularsak,

F(x+Ax)-F(x)=(x+Ax—-x)f(c) = f(c)Ax

bagintisini saglayan ve Ax sayisinin pozitif ya da negatif olusuna bagh
olarak degismek iizere

(x=c=x+Ax), (x+ Ax < x < x) araliklarinin birinde olan olan
bir ¢ noktasinin varhigini sdyleyebiliriz. ¢ noktasi Ax degerine baghdir:
Ax — 0 = ¢ — xolur. f siirekli oldugundan Ax — 0 iken f(c) — f(x)
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olacaktir. Buradan tiirev tanimina gegersek,

F/(x) = lim w
Ax—0 Ax
— lim f(c).Ax)
Ax—0 Ax
= fim, 7O
= f(x)

olur ki bu istenen sonuctur.

Y@l Degisken Degistirme

Belirsiz integral alirken, genellikle ilkel fonksiyonu hemen goremeyiz O
durumlarda, uygun bir degisken degistirme (yerine koyma) ile integrali
bilinen bir biceme sokariz. Bunu yaptiran kural sudur.

Teorem 27.62. f(u) siireki ve u(x) siirekli tiirevi var olan bir fonksiyon ise

fux)u' (x)dx = ff(u) du

(27.36)

u=u(x)
Sag yandaki terimin anlami agiktir. [ f(u)du integrli bulunduktan
sunra u = u(x) konularak sil x degiskenine doniiliir.
Ispat:
F(x) fonksionu f(x fonksiyonunun ilkeli olsun. F nin varlig1 f nin
siirkliligi ile garanti edilir. Bkz (25.1). Zincir kural geregnce,
d ! !/ !
—F(u(x)) = F (u(x))u (x)
dx
yazabiliriz. Oyleyse,

ff(u(x))u’(x)dx:fF’(u(x))u’(x) dx
= f(ux)+C (C sabit)

Son iki ifadeden, aranan (25.2) esitligi cikar.

Degisken degistirmede, integranddaki asil degiskenin yerine hangi
degiskenin konulacagini séyleyen genel bir yontem yoktur. Bu eylem
integrali alanin deneyimine bagl bir tiir stnama-yanilma siirecidir.
Integral kavramu ortaya ¢iktigindan beri ¢ok sayida stnama-yanilma
yapilmis ve basarili olanlar 6ne ¢cikmistir. Aslinda biitiin integral alma
eylemleri 6yledir. Genel yontem ortaya konamayinca, problem alt
siniflara boliiniir ve her bir alt sinifta gecerli olan ¢dziim yollar1 ortaya
konulur.

Ornek 27.63. [sin’x.cosxdx

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
u = sinx — du = cosxdx konumuyla,

fsinsx.cosxdxzfug’du
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bulunur.
Ornek 27.64. [sin®xdx

integralini hsaplayiniz.

Coziim: Burada ilk 6rnekteki degisken degistirme, integrandin ilkelini
bulmaya yarayacak iyi bir sonu¢ vermez. Trigonometrk formiilleri
kullanarak biraz islem yaparsak, u = cosx — du = —sinx konumunun
daha iyi sonug verecegi goriilebilir:

fsingxdxzf(sinzx)sinxdx
=f(1—coszx)sinxdx
:[sinxdc—fcoszxsinxdx
:—cosx+fu2du

1
=—cosx+ gcos3x+ C

bulunur.
Ornek 27.65. 1= [(1-2x)%xdx

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Bu integrali hesaplamak i¢in akla ilk gelen yol, istegrandi binom
formiiliine gore agmak, sonra ¢ika polinomu terim terime integre
etmektir. O ydntem dogru ama uzun bir yéntemdir. Onun yerine
u=1-2x, du=—-2dx konumu islemleri cok kisaltacaktir:

f(l —2x)%xdx= —% f(l —2x)%(=2dx)

=—%f(u)9(du)
1

=——ul%+C
20

1
=——1-20"Y%+cC
20

cikar.

Ornek 27.66. 1=/ -4

integralini hesaplayiniz.

Coziim:
Integrali alinacak ifadeyi karekékten kurtarmak i¢in x = %, dx =
3L drve simirlarigin, 2v3 = 25 = 1= 2543 = 222 = T =0 konumu
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yapilirsa,

3sint
—dt

& 1
I= _— 5
0 [C9 g cos*t
cos?t
pi .
f? cost 3sint
o 3sint cos?t

_[ dt
“Jo cost
=f secrdt
0
pi

= In|sect+tant|®

S

S

1 1

=lIn E-‘rﬁ —ln|1+0|
2

=InV3

Ornek 27.67. 1= é/‘g_ ~dx

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Karekok ile kiip kokii yoketmek i¢in 2 il 3 sayilariin ek kiiciik ortak
katmni (ekok) alahm. x = 1, /x = 13, /x = t?, dx = 61° dt konumuyla

t8
=6
2-1

=5+l +
-1 2-1

38

~
Il
2}
—_——

1
B+t +P+1+ > )dt
t“—1

[ S 1]t-1
=6|—+—+— —|—=|]+C

7 3 21t+1

7/6 516 1/6

X X X 1{x"°-1
=6(—+—+\/—_+x“6+— —)+C

7 5 3 2| xl6+1

.o 4
Ornek 27.68. [ = ﬁ dx

integralini hesaplayiniz.
Coziim: payin drecesi paydanin derecesnden kiiciik olmadigi icin,
once pay1 paydaya bolmeliyiz.

I:fdx—fzdxx2+1+fL
(x2+1)2

1 X
:x—2arcmnx+(—arctanx+ )+C
2 x2+1

Ornek 27.69. [ =

dax
X2 +1 dx

integralini hesaplayiniz.
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Coziim: x = tant, dx = sec? td t konumuyla,

B sec?t
“J (tan?t+1)?

:fcos2 tdt

1
= Ef(1+c052t)dt
1 1 .
=—t+-sin2tr+C
2 4

1 1
=—t+—sint.cost+C
2 2

= % (arctanx+ (xzji 1 )) +C

27.11 tang Konumu

Bazi integrallerde degisken degistirimi isi kolaylastirir. Bu durumda,

0
X =tan—
2
1-x2
cosf =
1+ x2
2Xx
sinf =
1+ x2
_2dx
T 1+ x?

0 =12arctanx

. X

x =asinf < 0 = arcsin —
a

X

x =atanf < 0 = arctan —
a

X X
x=asecH < 0 =arcsec— = arccos —
a a

degisken degistirimleri kullanilabilir.

Ornek 27.70.

I_fnlz do 4
“Jo  1+cos@ +sinf o

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

0 1-x? 2x 2dx
X =tan—,cosf = ——,sinf = ,do =
2 1+ x2 1+ x2 1+ x2
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konumuyla,

2x
2
I= 1+x

- 1-x2
1+ 1522 +

_f 2x
“J 2x+2

dx

x+1

2x
1+x2

=In|x+1]
/2

0
=In{tan—+1
2

0
=In2-In1l

=In2
bulunur.

Ornek 27.71.

1
1= [ ———dx
V1-—4x?
integralini hesaplayiniz.
Coziim:

1 1 1
X = > sint,dx = > costdt,1-4x* = 1—41—1 sin® t = 1-sin® t = cos? £, 2x = sin t, 0 arcsin(2x)

konumu yapilirsa,

dx
I:f—dx
V1-—4x?
1/2
_ ( )costdt
cost

1
=-1+C
2

1
= 3 arcsin(2x) + C

bulunur.

Ornek 27.72.
x? d
1= [ = ax
V1-4x?
integralini hesaplayiniz.
Coziim:

2
1=fx—dx
V1-—4x2
1 in2
~sin“ t
:f“ dt
cost
1 [sin®t
YL
4) cost
1 [ (1-cos®t
— (—dt
4 cost

1 1 1
:—f dt——fcostdt
4J) cost 4

=In|secx+ tanx|+C

bulunur.
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Ornek 27.73.

integralini hesaplayiniz.

Coziim:
x=3sint,dx=3costdt,9— x> =9cos’t
konumuyla,
2
X
o
V9 —x2
9cos? t
[t
3cost
=3 f costdt
=3sint+C
X
=3arcsin—+C
3
bulunur.
Ornek 27.74.

1
e
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
x= lsin t,dx= %cos tdt,1-4x*=cos’ ¢

konumuyla,

1
Ay
xV1-4x2

1
ECOSZ'

_f zsint.cost
dat
sint

—fsec tdt

sect(sect+tant)
sect+tant

dt

u=sect+tant,du = sec ftanf+sec® t = sec t(sect+tant)

konumuyla,

du
I=] —
u

=Inju|+C

=In|sect+ tant|+C

1 1
Xx=-sint=>2x=sint=>sect=—
2 2x

konumuyla,
1 2x
— +

—= _lic
2X  V1-4x2

I=In

bulunur.
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Ornek 27.75.
i5
sin
= f dx
vcosx
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
u=cosx, du=-sinxdx
konumuyla,
;05
sin
I= dx
y/cosx
_ f (1-u??
= 7
z 3 1
:—f(uZ -2u2+u 2)du
2 9

9 4 5 1
=——u2+-u?2-2u2+C
9 5

2 9 4 5 1
= —§(cosx)2 +g(cosx)2 —2(cosx)2 +C

PY@F] Kismi Integrasyon

Integrali alinacak fonksiyonun ilkeli hemen gériilemiyor, degisken
degistirimi i¢cin uygun bir degisken bulunamryor ise kismi integrasyon
denilen yontem bazen ¢dziim i¢in uygun yol olabilir. Bu yontem aslinda
iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevine dayalidir:

/ udv (27.37)
integralini artyor olalim. uv ¢arpiminin diferensiyeli olan
d(uv) =udv+vdu

esitiginin iki yaninin integralleri de esit olmalidir:
uvzfudv+[vdu

fudv:uv—fvdu (27.38)

Buradan

bagintisi ¢ikar. Bu aradigimiz (25.5) integralidir. Bundan boyle (25.6)
esitligini bir formiil olarak kullanacagiz. Bu yontem oncelikle integrali ali-
nacak fonksiyonun uv dx bigiminde yazilabilmesini ve bir ya da ardisik
kismi integrasyon uygulamalarinad u ¢carpaninin yok olmasini gerek-
tirir. Asagidaki 6rnekler, kismi integrasyon yonteminin nasil ¢alistigini
gosterecektir.

Ornek 27.76.
fxex dx (27.39)

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
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Integrand iki fonksiyonun ¢arpimi bigimine getirelim: u = x, dv =
e*dx konumuyla,
fxex dx= xESx—f e*dx
=xe*—e*+C

Uyaru: Yukaridaki degiken degistirme eyleminde u = e*, dv = xdx
alinmis olsayd

1 1
fxexdx: Exzex—gfxzexdx

gibi ¢6zlimii aslindan daha zor olan bir integral ortaya ¢ikardi. O nedenle,
kismi integrasyon kullanilirken, islem sonunda ¢arpanlardan birisinin
yok olmasi 6nem kazanir.

Ornek 27.77.
fcos xe *dx (27.40)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Tiirev ve integral islemlerinde e™* yok olmayacagina gore cos x
fonksiyonu yokolmasi gereken fonksiyon olarak karsimiza cikar.Tabii,
bu fonksiyon da bir kez tiirev ya da integral larak yok edilemez. Ama
ii defa tiirev alinca, kendisine esit olacagindan, bir aritmetik islemle
istenenintegrali elde edebiliriz:

fcos xe *dx=sinxe ™ +[ sinxe *dx
Sondaki integrale tekrar kismi integral uygularsak,
fsin xe *dx=sinxe " - f cosxe *dx
cikar. Son iki ifadeyi bir araya getirisek,
fcos xe *dx=sinxe * —cosxe * - f cosxe “dx (27.41)
Dikkat edersek, son ifadedeki iki integral aynidir. Dolayisiyla, esitligi
fcos xe tdx= %e‘x (sinx—cosx)+C (27.42)

biciminde yazabiliriz.

Ornek 27.78.
X
f(3x +5)cos 1 dx (27.43)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Kismi integrasyon uygularken polinom bicimindeki fonkiyonlarin ilk
adimda ya da ardisik adimlarda yok olacagini diisiinerek,

u=3x+5,dv=cosy,du=3dx, v=4sing

konumlarini yapabiliriz. Buradan,

X . X . X
f(3x+5)coszdx=4(3x+5)smz—lzfsmzdx

X X
=4(3x+5)st+48cosZ+C

olur.
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Ornek 27.79.
f x?sin(10x) dx (27.44)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

u=x% dv=sin(10x)dx, du=2xdx, v= —% cos(10x)
konumu yapilirsa, kismi integrasyon formtiliinden

) . x2 1
X sm(le)dx:—l—O cos(le)+g xcos(10x)dx

yazilabilir. Sgdaki integral icin bir kez daha kismi integrasyon uygulnabilr:
u=x,dv=cos(10x),du=dx, v= % sin(10x)
konumuyla,

2
5 . X 1(x . 1 .
fx sin(10x) dx:——cos(IOx)+—(—sm(l()x)——fsm(le)dx)
10 5110 10

x2 1({x . 1
=—-—co0s(10x) + = [ —sin(10x) + — cos(10x) | + C
10 5110 100

x? x . 1
=——c0s(10x) + — sin(10x) + — cos(10x) + C

10 50 500
bulunur.
Ornek 27.80. X
I= f arctanxdx, (27.45)
0
integralini bulunuz.

Coziim: Kismi integrasyon formiiliinden,
I= farctanxdx

1
= xarctanxl(l,—f Z—dx
0o x+1
1 T
=arctan1 - = In(x* + 1)|3 =_
2 4

Ornek 27.81.
1= f e cosbxdx, (ab #0) (27.46)

interalini bulunuz.
Coziim:

1.
u=e** du=ae™*dx,dv=cosbx,dxv=—sinbx

konumuyla Kismi integrasyon formiiliinden,

I:fe“xcosbxdx

1 ax . af ax i
=—e*sinbx—— | e*sinbxdx
b b

2

1 a a
= —csinbx - —e** bx——I+C
bcsm X bze cosbx 02
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Burdan )
a
I=——— —e™ (acosbx+ bsinbx) +C
a? +b? b2 ( )
bulunur.
Benzer olarak

I:fe“xsinbxdx,: e (asinbx—bcosbx)+C

a? + b?

esitligi elde edilebilir.

Polinomlarin Carpanlara Ayrilmast

Polinomlarin kokleri uygulamada 6nemli rol oynar. O nedenle poli-
nomlar islenirken bu konuya agirlik verilir. Benzetmek gerekirse, bir
polinomun carpanlarina ayrilmasi bir sayinin asal ¢arpanlarina ayrilmasi
gibidir. Tabii, sayilarda var olan biitiin 6zelikler polinomlarda olmaz.
Polinomlar1 ¢carpanlarina ayirma konusu ilk kez 1793 yilinda Hermann

Sekil 27.6: Hermann Schubert

Schubert tarafindan ortaya konulmus 1882 yilinda Leopold Kronecker
buldugu bir algoritma ile konuyu genellestirmistir. Bugiin polinomu
carpanlara ayirma eylemi bilgisayar cebirinin temel taglarindan birisidir.

Bu kitapta polinomu ¢arpanlarina ayirma eylemi rasyonel fonksiy-
onlarin integralini bulmak i¢in kullanilacaktir. O nedenle, bu kesimde
bir g(x) polinomunun ¢arpanlarina ayrilisini bize gerektigi kadariyla ele
alacagiz. Once iyi bilinen temel bilgileri animsayalim:

Gergel katsayili her Q(x) polinomu dogrusal ve quadratik ¢carpan-
larinin ¢arpimi olarak yazilabilir.

Tamim 27.82. Katsayilari gercel olan bir
p(X) = ag+a X+ ap x> + asx> + ...+ ap_1x™ "+ a,x" (27.47)
polinomunu diistinelim. Eger

(x—0)*s(x) (27.48)

$ekil 27.7: Leopold Kronocker esiligini saglayan bir S(x) polinomu varsa c sayist q(x) polinomunun
k-katl bir kékiidiir.

k = 1ise c sayisi tek kath kok olur. n-inci dereceden bir polinomum n
tane kokii vardir. Burada c sayisi g(x) polinomunun k-kath kokii ise geri
kalan koklerin sayis1 n — k tanedir ve onlar S(x) polinomunun kokleri olur.
Kokler gercel ya da karmasik say olabilirler.

Teorem 27.83. Ozdes iki polinomun ayni dereceli terimlerinin katsayilar
birbirlerine egitttir.

3

Ispat: px) =ag+arx+ayx® +azx3 + ...+ ap_1x™ L+ apx"

ve
q(x)=bg+ b1 x+byx2 +bgx3 + ...+ b1 x™ L 4+ by x™

polinomlar 6zdes olsunlar. O zaman farklar1 0’a 6zdes olmalidir:
n>mise

=px) -qx) (27.49)

=(ag—by)+(@-1=bp)x+...(am—bm)Xx™ + ame1x+...+ apx" (27.50)
olmalidir. Bunun olabilmesi i¢in

ag =bo,ay =by,...,am = bm, ams1 =0,...an =0 (27.51)

n < mise benzer diisiince gecerlidir.
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Teorem 27.84. ¢(x) = by + by x + box? + b3x® + ...+ b1 X' + by x™
polinomunun (x — ¢) q1 (x) bigiminde ¢arpanlara ayrilmasi icin gerekli ve
yeterli kosul ¢ nin bir kok olmasi; yani q(c) = 0 olmasidur.

Ispat:
q(x) polinomu x — ¢ ile tam boliinebiliyorsa g(c) = 0 olacagindan,

qix) = qx)—4q(c)
= bo+bix+bax®+bgx® .+ by 1 X 4 by x™ = (
bo+brc+bac® +b3cd +.+ b1+ bypc™)
= bix—-0+b (- +b3(3 =)+ + b (x™ = ™) (27.52)

yazilabilir. Ote yandan
x"-c" = x-o0 (x"_l +x"_2+...+c"_1), (n=1,2,...,m) (27.53)

dir. (39.19) ve (39.20) bagintilarindan istenen ¢ikar.
Polinomun bazi kokleri tamsay olabilir.

Ornek 27.85.
gx)=x>—2x*—x+2 (27.54)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bas katsayisi 1 olan bir polinomun tam say1 kokii varsa sabit teriminin
bir carpanidir. Burada sabit terim 2'dir. 2'nin ¢arpanlar +1, +2 olmak
tizere dort tanedir. Bunlar arasinda c¢; = 2 sayisi g(c1) = 0 esitligini saglar.
O halde,

) =(x-2)q1(x) = (x-2)(x* - 1) (27.55)

yazilabilir. Tekrar ¢; (x) polinomunun kdklerini bulmamiz gerekiyor. Bu
polinom ikinci dereceden oldugu icin kéklerini formiilden bulabiliriz:
¢ = —1 ¢3 = +1 olur. g(x) polinomunun ii¢ kdkiinii de buldugumuza gore
onu

qx) =(x-2)(x+1)(x-1) (27.56)

bi¢iminde carpanlarina ayirabiliriz.
Polinomum baz1 kokleri irrasyonel say olabilir.

Ornek 27.86.
q(x)=x>-3x*-2x+6 (27.57)

polinomunu ¢carpanlarina ayiriniz.

Bilindigi gibi baskatsayisi 1 olan polinomun tamsayi kokleri sabit
teriminin ¢arpanidir. 6 sayisinin ¢arpanlari +1, £2, +3, +6 sayilardir.
Bunlar arasinda p(c) = 0 yapan tek say1 ¢; = 3 sayisidir. O halde

qg(x) = x> =3x* —2x+6 = (x—3)q, (x) (x = 3)(x* - 2) (27.58)

olur. Geriye kalan g (x) = (x? — 2) polinomu ikinci dereceden bir polinom-
dur. Kokleri +v/2 dir. O halde,

Gx)=x>-3x*—2x+6=(x—3)(x+V2)(x - V2) (27.59)

bi¢ciminde carpanlarina ayrilabilir.



344 Belirsiz Integral

Ornek 27.87.
qx) = x* —4x% +8x

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bu polinomunda x degiskeninin her terimde oldugu apacik goriiniiyor.
Oyleyse,
q(x) = x(x> - 4x* + 8) = xq1 (x)
yazabiliriz.Parantez i¢indeki polinomun tansay1 kokleri varsa 8 sabitinin
carpanlari olacagindan, +1, +2, +4, +8 sayilarinin kok olup olmadiklarinm
denemeliz. ¢ = 2 sayis1i¢in ¢q;(2) = 0 oldugu; yani ¢, = 2 sayisinin bir kok
oldugu goriiliir. Buradan

gx)=x*—4x3 +8x = x(x - 2) g2 (%) = x(x - 2) (x? —2x — 4)

yazilabilir. Burada geriye kalan g, (x) = x* — 2x — 4 ikinci dereceden bir
polinomdur. Bildigimiz yontemle bunun kdklerini bulabiliriz. O halde,
g(x) polinomu

q(x) = x(x - 2)(x+V5)(x - V5)

biciminde carpanlarina ayrilabilir.
Polinomum bazi kokleri karmasik say1 olabilir.

Ornek 27.88.
qx) = C+xt+raxd+ax’ +ax+4

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Coziim: Besinci dereceden oldugu i¢in bu polinomum bes tane kokii
oldugu biliniyor. Ancak {i¢lincii dereceden biiyiikler i¢in kékii bulmamizi
saglayan bir formiil yoktur. Sabit terimin +1, +2, +4 sayilarindan +1
sayisinin kok oldugu denenerek goriilebilir. g(x) = (x+ 1) q; (x) yazarsak
q1(x) = (x? +2)? oldugu ve q; (x)polinomunun gercel kokiiniin olmadig
goriiliir. Geri kalan dort kokiin dordii de karmasik sayidir.

gx) = (x+1)(x* +2)%.

Ornek 27.89.
q(x) =8x* —4x3 +10x°

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Coziim: Dordiincii dereceden olan bu polinomun 4 tane kokii vardir.
2x? garpan ortak oldugu icin polinomu,

q(x) = 2x* (4x* —2x +5)

biciminde ¢arpanlara ayirisak, (4x> —2x +5) carpaninin ikinci dereceden
ve gercel kokil olmadig: goriiliir. Kokler

x1 =0.25+1.0897247358852i, x, =.25-1.08972473588521
dir. Oyleyse,
qx) = 2x? (x—.25+1.0897247358852i) . (x — .25 — 1.08972473588521)

olur.
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YY@FN Basit Kesirlere Ayirma

iki polinomun orani biciminde yazilan fonksiyonlara rasyonel fonklsiyon
denilir. % ifadesinde P(x) polinomunun derecesi Q(x) polinomunun
derecesinden daha kiiciikse, rasyonel fonksiyona basit, degilse bilesik
kesir denilir.

Q(x) paydasinin (x — az)™ bir carpan ve (x> + px + )" bir quadratik
carpan ise rasyonel fonksiyon

P(x) oA R bux+Cp
—— =Ex)+ +
Q(x) ) k; (x—ap)k ,; (X2+px+q)

biciminde basit kesirlerine ayrilir. Sonra her basit kesir icin kendi sinifina
ait integral yontemi uygulanair.
PY8E] Rasyonel Fonksiyonlarin Integrallenmesi

Simdi en basit halden baslayarak rasyonel fonksiyonlarin integrallen-

mesini inceleyecegiz.

Ornek 27.90.
I f 1 d (27.60)
= X .
1-—x2
integralini bulunuz.
Coziim:
1 1
1-x2 1-x)1+x)
A B
=4 —
1-x 1+x
1 A B

=

+
1-x2 1-x 1+x
1 _A(1+x)+B(1—x)

1-—x2 1-x2
1 (A-B)x+(A+B)
1-x2 1-x?
1 1
3(A—B:0,(A+B)=1=>A=§,B=§

1 1( 1 1 )
= = — —
1-x2 2\(1+x) (1-x)

Artik sag taraftaki basit kesirlerin integralleri alinabilir:

1
I=/1_x2dx
_1f
T2

= %f(ln(1+x) —In1-x))+InC

1 )dx
I+x) (1A-x

1+x)
(I-x)

:—ln’C
2

Ornek 27.91.
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x°+2
I= f >——dx (27.61)
x<—-1
integralini bulunuz.
Coziim:
Integrali alinacak fonksiyonun payinin derecesi paydanin derecesin-
den biiyiik oldugu i¢in 6nce pay1 paydaya bolelim:

x°+1 344 xX+2 (27.62)
=X X .
x?-1 2-1
x+2 x+2
= =
-1 (x—-D(x+1)
x+2 A B
(x-1D(x+1) T x—-1 x+1
Alx+1) B(x+1)
= + =
x—-1 x—-1
_(A+B)x+(A-B)
B x?-1
1
=>A=3/2,B=——
2
Buldugumuz bu deperleri (25.35) esitliginde kullanirsak,
P+2 11 31
=x"+xX-—-——+-—— (27.63)
x2-1 2x+1 2x-1
olur. Sag yandaki terimler integrallenebilir oldugundan
5
x> +2
sz s——dx
x-—1
1 1 3 1
=fx3dx+fxdx—— —dx+—f—dx
2J) x+1 2J) x-1
1 1 1 3
=—xty—x%- =In|lx+1|+=In|lx-1|+C
4 2 2 2
Ornek 27.92.
_ f 3x2+x+4
) x(x2+2)2
integralini hesaplayniz.
Coziim: Kismi kesirlerine ayirip integrale gecilirse,
I_fdx / ax N xdx . ax
) x X2 +2 (x2+2)2 (x2+2)2
il - de?) 1 ded) +f dx
=In|x|- = =
2) x2+2) 2J) (x2+22 ) (x2+2)2)2
1 1 1 1 x 1 X
=Inlx|-=In(x*+2) - = +— +——arctan—+C
2 2(x2+2) 4x%2+2 42 V2
Ornek 27.93.

I_f 6x° +5x% +21x +12
) xx+ D2 +9)

integralini hesaplayniz.
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Coziim:

6x°+5x*+21x+12 _A B  Cx+D
x(x+1Dx2+4)  x x+1 x2+4

613 +5x°+21x+12= A(x+ 1)(x® +4) + Bx(x* +4) + (Cx+ D)x(x + 1)
=(A+B+0O)x*+(A+D+C)x*+ (4A+4B+D)x +4A

> A+B+C=6

A+C+D=5
4A+4B+D=21
4A=12

=>A=3,B=2,C=1,D=1

Bunlar yerlerine koyarsak, integral,

3 2 x+1
I:f—dx+ —+f dx
X x+1 x2+4

1 1 X
=3In|x|+2ln|x+1|+ zlnlx2 +4]+ EArCMHE +C

1 X
=ln‘x3(x+ )2V x2 +4) + zArctanE +C

Ornek 27.94.

5_ 4
x°’—x"—3x+5
sz dx

xt-2x3+2x2-2x+1
integralini hesaplayiniz.

Coziim:
x*-x*-3x+5 x+D)+ —2x+4
=(x
x4 —2x3+2x2-2x+1 xt—2x3+2x2-2x+1
x+D)+ —2x+4
=(x —_—
2 +1)(x—1)2
( +1)+2x+1 2 N 1
=(X —
x2+1 x-1 (x-1)2
2x+1 2 1
I= (x+1)+ - + dx
x24+1 x-1 (x-12

) 2 1. I
—2x +x+Inx“+1)+tan x-2ln|x-1| 1+C
x_

Ornek 27.95. et 1)
x
I=| ————dx
V2x2-6x+4
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
2 (2
2x°—6x+4=2(x"-3x)+4
) 9 9
=2|x"-3x+-—-+4-—
4 2
3 1
=2(u2—a2) >u=x—-, a=-, du=dx
2 2
5
x+l=u+—-
2

konumu yapilirsa,
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5
u+§

I=| ———=——du
V2(u? - a?)

B 1[ udu N 5[ du
V2J) viz—a2 2v2J) Viz-a?

B 7 TR

V2 vur=a2 2v2J) vz
1 1

=—— |2z 2dz+C
2\/Zf !

1
—Vz+C
2v2 !

W2 —a?

I

O halde,

uw-a*> 5
h+hL=\——+—Inlu+vVu?-a?|+C
2 22

x2—3x+2+ 5 i
={/——————+—In
\ 2 2V2

3
(x—§)+\/x2—3x+2

+C

cikar.

I f udu
1= | ——
ViE—d2
1 dz
v2J Vz

2 _ g2
us—a
= +C
2

5
L=——mnlu+Vu?-a%+C,
2v2

Ornek 27.96.

1
. —
4x24+4x+42

integralini hesaplayniz.
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Coziim:

f dx

I=| —————
4(x2+x)+2

_f dx
Jax+hre-9

S J a2+’ )

_1[ du
C4) wrdy

111 u
=—|—=arctan— |+C
4\1/2 %

1
= Earctan(2x+ D+C

Y@L| Rasonel Fonksiyonlarin Kesirlere Ayrilmast

Rasyonel fonksiyon iki polinomun boliimii biciminde olan fonksiyon-
lardir:

_pY) _ ag+ax+axx*4azx® + ...+ apx"

) q(x) ~ bo+b1x+byx?4b3x3 + ...+ by x™

(27.64)

bu ifadede n = m ise rasyonel fonksiyona bilesik kesir, m < n ise basit
kesir denilir. Bagka bir deyisle, paydanin derecesi payin derecesinden
kiiciikse rasyonel fonksiyona bilesik kesir, degilse basit kesir denilir. Bu
siniflandirma sayilardaki bilesik ve basit kesir tanim gibidir.

Bilesik kesir halinde olan rasyonel fonksiyonlar basit kesirlerine ayrila-
bilir. Bunun icin paydaki polinomun paydadaki polinoma béliinmesi
yeterlidir. Bu b6lme islemi sonunda,

r(x) = p1(x) + r1(x) (27.65)

gibi bir ifade ¢ikar. Burada, der simgesi polinomum derecesini gostermek
tizere, r1 (x) bir polinomdur ve derecesi n — m dir. r1 (x);yani

_Pp2 (x)
q(x)

biciminde rasyonel bir fonsiyondur ve payin derecesi paydanin dere-

r1(x) (der{p.} < deriq}) (27.66)

cesinden kesinlikle kiictikttir.

Bu tiirlerin integrali icin parcali kesirlere ayirma (partial fraction)
yontemi kullanilir. integrallenen rasyonel fonksiyon parcali kesirlerine
ayrilinca her terim bilinen yontemlerle integrallenebilir hale gelir.

(25.37) bi¢iminde bir fonksiyonun integrali isteniyorsa, sirasiyla su
eylemler yapilir:

1. p(x) polinomumun derecesi g (x) polinomunkinden biiyiikse, 6nce

p(x)
rx)=——==p1(x) +r(x) (27.67)
q(x)

bdélme islemi yapilir.

2. Bolme isleminin verdigi p; (x) polinomu terim terime integral-
lenebilir.
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3. Rasyonel r; (x) fonksiyonunun g(x) paydasi ¢carpanlarina ayrilr.
4. Her carpana karsilik gelen basit kesirler bulunur.
5. Bulunan kesirlerin tek tek integralleri alinir.

Rasyonel fonksiyonun parcali kesirlere ayrilmasi eylemi polinom-
larin bir konusudur. Ama rasyonel fonksiyonlarin integralinde sik sik
karsilasacagimiz basit kesirlere ayirma eyleminin esaslarini anlatmaliyiz.

n-inci dereceden bir polinomun n tane kokii oldugunu biliyoruz.
Onceki kesimde her koke karsilik polinomun bir ¢arpani oldugunu
soylemistik.

Teorem 27.97. q(x) = by + b1 X + byx?4b3x® + ...+ by_1 X1 + by x™
polinomunun (x — ¢) q1 (x) biciminde ¢arpanlara ayrimast icin gerekli ve

yeterli kosul c nin bir kék olmasi; yani q(c) = 0 olmasidir.

Rasyonel fonksiyonlarin basit kesirlere ayrilisini gosteren asagidaki
teoremin ispati, bu kitapta olmayan bazi teknik bilgilere dayanir. O
nedenle teoremi ispatsiz olarak ifade edecegiz:

Teorem 27.98. Basit kesir bigimindeki rasyonel q(x) fonksiyonun paydast
00 = ate= e .. (e = )" (2 + b+ d) (8 + by x + i) (27.68)

biciminde ve bu gosterimdeki iki dogrusal ya da quadratik ¢carpan ayni
degil ve indirgenemez ise q(x) rasyonel fonksiyonu,

q(x) =By + Bquud (27.69)

biciminde iki blok’'un toplamina esittir. Bu bloklar icin asagidaki kurallar
gecerlidir: Her farkli (x — c¢;) dogrusal ¢arpani igin, c; k katl kdk ise,

Ay Ap Arg

Bjin= + +...+ 27.70
lin (x—ci)  (x—¢;)? (x—c;)i ( )
bicimindeki k terimli bir blok olusur..
(x% + b;x + d;) quadratik carpani m-katl bir carpan ise
Bix+Cy Box+Co Bsix
B = ot 27.71
quad = 2\ bix+d;) | (2 +bjx+d;)? (x% +bjx+d;)Si ¢ )

bicimindeki m dgeli bir blok olusur.
Bloklardaki Ay, B, C; sabit katsayilari q(x) polinomuna bagl olarak
tek olarak belirlenebilirler.

(39.101) ve (36.9) ifadelerinde terim sayilari ilgili kokiin kacinci derece-

den katli kék olduguna baghdir. Ornegin, ri. = 1 ise ¢; tek kath kok olur.
A

(x —16‘1)

nun biricik terimi olur. Benzer sekilde, s;;, = 1 ise (36.9) blokunun biricik
Bix+C

. (x2 +1b1 x+1d1)

Ispat:

g(x) polinomu x — ¢ ile tam boliinebiliyorsa ¢g(c) = 0 olacagindan,

Dolayisiyla, B;;, blokunun tek 6gesi var olur. terimi (Bj;,) bloku-

terimi olur.

qix) = qx)-qlc)
= bo+bix+box?ab3x3 + ...+ bp_1x™ 4+ byx™ = (
bo+bic+bpc?abscd + ...+ by 1" 4 by c™)
= bx-0+bhP-cA)+b3(3 =) .+ by =™ (27.72)

yazilabilir. Ote yandan

- = (k- x24T (n=1,2,...,m) (27.73)

dir. (39.19) ve (39.20) bagintilarindan istenen ¢ikar.
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Ornek 27.99.
q(x) = xX-3x2-2x+6 (27.74)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bilindigi gibi basgkatsayisi 1 olan polinomun tamsayi kokleri sabit
teriminin ¢arpanidir. 6 sayisini ¢carpanlar +1, £2, +3, +6 sayilardir.
Bunlar arasinda p(c) = 0 yapan tek say1 ¢; = 3 sayisidir. O halde

q(x) = x> =3x* —2x+6 = (x—3)q (x) (x - 3)(x* - 2) (27.75)

olur. Geriye kalan q; (x) = (x%2-2) polinomu ikinci dereceden bir polinom-
dur. Kékleri +v/2 dir. O halde,

gx)=x3-3x*—2x+6=(x-3)(x+V2)(x - V2) (27.76)

biciminde carpanlarina ayrilabilir.

Ornek 27.100.
qgx) =x*—4x3 +8x (27.77)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bu polinomunda x dgiskeninin her terimde oldugu apacik gériiniiyor.
Oyleyse,
q(x) = x(x* —4x* +8) = xq1 (%)
yazabiliriz.Parantez icindeki polinomun tansay: kéklei varsa 8 sabitinin
¢rpanlari olacagindan, +1, +2, +4, +8 sarilarinin kék olup olmadiklarini
denemeliz. ¢ = 2 sayisii¢in g;(2) = 0 oldugu; yani ¢, = 2 sayisinin bir kok
oldugu goriliir. Buradan

g =x'—4x® +8x=x(x - 2) o (x) = x(x —2)(x* —2x—4)  (27.78)

yazilabilir. Burada geriye kalan g (x) = x? — 2x — 4 ikinci dereceden bir
polinomdur. Bildigimiz yontemle bunun kéklerini bulabiliriz. Ohalde,
g(x) polinomu

q(x) = x(x - 2)(x + 14V5) (x — 1 - V5) (27.79)

biciminde carpanlarina ayrilabilir.

CHxt+axd +4x® +4xX +4 (27.80)

¥@¥d Rasyonellestirme

Integrali alinacak fonksiyon koklii ifadeler icriyor, ya da integrali bilinen
bir tipten degilse, uygun bir degisken degistirimi ile rasyonel fonksiyon
haline getirilir ve ona rasyonel fonksiyon i¢in bilinen integral alma
yontemleri uygulanir.

Ornek 27.101.

f sqrtx (27.81)
1+ x '

integralini hesaplayiniz.
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Coziim: Integrali alinacak fonsiyon bir kare kok, bir de kiip kok
iceriyor. her iki koklii ifadeden kurtulmak icin u = ¥/x, x = u5, 6u°du =
dx konumuyla,

3

.. sqrix u
int = du
1+¢Yx 1+ u?
1
=[|6ub-6u*+6u—6+—" ay1 paydaya bol
f( T2 (pay1 paydaya bol)
6 6
=§u7—gu5+2u3—6u+tan_1u+c
6 7 6 5 1 1 11
=—X6——Xx6+2Xx2—-6x6+tan " x6 +C
7 5
bulunur.
Ornek 27.102.
1
f dx (27.82)
1+e*

integralini hesaplayniz.

Coziim:
u=1l+e* In(u-1) =x, ﬁ du = dx konumuyla,

1 1 1
/ dx:f — )du
1+e* uu-—1
1
:f dx
1+e*
1 1
=f( - )du
u—-1 wu-1

=Inlu—-1|-In|ul+InC
u—l’

=C.ln

X

=C.ln‘

1+e*
e

X
:C.ln( )
1+e*

PYAE] Koklii [fadelerin Integrali

Koklii ifadelerin integrali icin kullanilan gecerli yonten, integrandi
kokten kurtaracak uygun bir degisken degistirimi yapmaktir. Dolayisiyla
bu kesimi (25.4) kesimi i¢inde gérmek daha dogrudur. Birkac 6rnek
soyledigimiz kanitlayacaktir.

Ornek 27.103.

1
dx
fm

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Burada zorlugu yaratan terim karekoklii terimdir. Karekokten kur-
tulmak i¢in uygun bir degisken degistirimi bulmaliy1z. Deneyerek

u? = w+2x,2udu = 2dx = dx = udu konumunun ise yaradigini
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gorebiliriz:

f 1 dx— udu
T+2x Vu?

udu

u
fdu
u+C

vVa+2x+C

Ornek 27.104.

=4
/ Vax-1
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
Karekokten kurtulmak icin, u? =3x -1, x= £ (u? + 1), 2udu = dx, dx =
% udu konumuyla,

f il dx—gf(u2+1)udu
V3x-1 9 u

2 2 rd
=—fudu+— a
9 9 u

1 2
=—u?+=Injul+C
9 9

1 2
= 5(3x—1)+§ln|\/3x—1|+C

Ornek 27.105.
_3
f (x*—4x+4)3 dx (27.83)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Uygun bir degisken degistirimi ile kiip kokten kurtulmaliy1z. Bunun
icin kiip koklii ifadenin iginin x? — 4x + 4 = (x — 2)? oldugunu gorelim.
Sonra

ud = (x—2), 3uldu=dx, (X2 —4x+4)"3 = (x=2) ¥

konumuyla,

2 -3 f 1
x“—4x+4) ¥3dx= | ——dx
f( ) (VX2 —4x+4)5

3u?
medu

3
=—~u’+C

7

3 1

Ornek 27.106.
1
f ——dx (27.84)

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
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u? = x, 2udu = dx konumuyla,

1 2u
—dx=f—du
f\/x(l—x) uv1-—u?

1
=2f du
V1-—u?
=2Arcsinu+C
=2Arcsinyx+C

olur.

Ornek 27.107.

x+1
o[,
2x2—6x+4

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

2 _ 2 _ 2 9 9
2x°—6x+4=2(x"-3x)+4=2|x —3x+£—l +4—§

=2(u* - a®)
3
Uu=x-——-
2
1
a=-
2
du=dx
5
X+1l=u+-
2
(u+3)du

V2(u? - a?)
_L[ udu +if du
V2J  viz—az 2v2J) Viz-a?

1 dz 1 1 1
L— —+—fz’”2dz:——z”2+cl
2v2J) vz 2y2 2v22
Wl —a?
= +C1
2
5
Iz——ln|u+\/u2—a2)+C2
2V2

I=L+D

x2—3x+2+ 5 ]
=\|————+—=In
2 2V/2

Ornek 27.108.

+C

-3
x+7+\/x2—3x+2

1
S —
(x—a)(b-x)

integralini hesaplayiniz.
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Coziim:

x=a cos”+bsin’u
dx=(-2acosu.sinu+2bsinucosu)du
2sinucosu(b—a)du
=(b-a)sin2udu(x—a =a(cos’ u—1) + bsin® u = (b— a)sin® u
(b-x)=b((1- sin® u)— acos® u= (b—a) cos®u

Vix—-a)(b-x)=(b—a)sinucosu

konumuyla,

Y ——
Vx-a)(b-x)
B (b—a)sin2u
“J (b-asinucosu

:.’Zfdu

=2u+C

olur. Ote yandan

X—a

=tan® u = u = arctan
-X b—x

degeri kullanilarak,
xX—a

I =2arctan +C

bulunur.

Ornek 27.109.

2 1
I= f ax
0 Vx2+4
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
x=2tant,dx=2(1+tan® )
konumuyla,

(/2) 1

0 V4(1 +tan? )
1 2
=f——2 di
2 1 cos“t
V cos? ¢

2
=f sectdt
0

3 sec t(sect+tant)
fo (sect+tant)

7 secttant+sec®t
fo (sect +tant)

I= (1+tan®H2dr¢

du
=| — (u=sect+tant)

=Inju|+C
=In|sect+tant|+C
=In(vV2+1)
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Ornek 27.110.

1
=] s
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
x =+3tan t,dx= V3sec®tdt

konumuyla,

1
[
xX2Vx2+3
V3sec?t
=] ———drt
3tan? tv/3sect

1 cost
By

3J sin“t

1

= 3 f (sin® ) d(sin 1)
11

"~ 3sint

Ornek 27.111.
I= f ;dx
xVx2—-4
integralini hesaplayiniz.
Coziim:

konumuyla,

1
[
xVx2-4
2sint
cos? ¢
2 2sint

cost” cost
1
=—fdt
2
1

=-t+C
3

1 2
= —arccos(—)+C
3 X
cikar.

Ornek 27.112.

1
I:f—dx
VT +2x
udu

Ve

udu

Belirsiz Integral

= — (u2:n+2x,2udu:2dx,dx:udu)

u
=u+C

Van+2x+C

Ornek 27.113.
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o) __lf_ 9 ody) = — (1 —25)10
f(l 2x)°dx = 5 1-2x)"(-2dx) = 20(1 2x) 7 +C

I—f s dx
Vv3x—-1

2
:gf(u +1)du (w?=3x-1)
9
2

u2

2
=—fudu+— du
3 9 u

1
= g(E‘,x— 1)+Inv3x-1+C
Ornek 27.114.
I:‘[(x2 —4x+4)_% dx
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
(2 —dx+4) = (x—2)% u® = x—2,3udu=dx, (> —4x+4)73 = (x

konumuyla,

I:f(x2—4x+4)‘§dx

3u?
= [ S
= —§ u_7

7

31
=S __—_+cC

TV (x-2)7
Ornek 27.115. )
z:[_____dx
Vxvl-x

integralini hesaplayiniz.
Coziim: u? = x konumuyla,

1
I:f—dx
Vavli-x
du

it
:farcsinu+C

=2arcsinyx+C

IL __ 1 ¢
x(nx)?2 Inx

vV1+lnx
f—x dx

3 2 3
=uz= §(1+lnx)2 +C

3% 1
f — 1LiJc=§In|(a3‘x—l|+C
3% _

357

_2)_710

(27.85)

(27.86)

(27.87)
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f e3* f du
——dx=2 —
VI +e V%) l+e ¥

etidu .
= 2[ =In(et+1)+C (27.88)
1+e4

2% 1 u sinh™1(2%) InQ2*+v4*+1
f dxzf—f du= = +C
4°+1 In2J vuz+1 In2 In2
inh /x. cosh
f dezsmh%/hc (27.89)
X

VY@Kl [ndirgenme Yontemleri

Intgral eylemindeki indigeme formiilleri yinelge (recurrence) formiil-
lerinin 6zel halidir. Yinelge, bir eylemin art arda tekrarlanarak en yalin
(¢oziilebilir) bicimine donitistiiriilmesidir. Bunu integral icin bir 6rnekle
aciklayabiliriz. Ornegin,

Ornek 27.116.
fcos”x dx (27.90)

integralini diistinelim. Bu integrali dogrudan hesaplayamiyoruz. O du-
rumda kuvveti diisiirmek icin art arda kismi integrasyonu uyguluyoruz.

In:f(cosx)"dx
=f(cosx)"_1.cosxdx
=f(cosx)”_1.d(sinx)
Kismi integrasyon islemleriyle,
fcos”xdx: (cosx)”_l.sinx—fsinx.d((cosx)”_l)
= (cosx)" L.sinx - (n—l)fsinx.(cosx)”_z.sinxdx
= (cosx)" L.sinx - (n— l)f(cosx)”_z.(sinx)2 dx
= (cosx)" L.sinx—(n- l)f(cosx)"_z.(l —(cosx)®dx
= (cosx)”_l.sinx—(n—l)f(cosx)”_z.dx—(n—l)f(cosx)”dx
= (cosx)" Lsinx—(n—-11I,.o— (n—11I,
c¢ikar. Buradan I, ¢oziiliirse

I+ (n—-11I, = (cosx)" !

.sinx+ (n—1) ;-2
nl, = (cosx)" Lsinx+(n-1)I(n-2)

n

-1
In-2)

1 n-1 s
I, = —(cosx)” ".sinx+
n n

bulunur. Buradan
1 -1
f(cosx)" dx==(cosx)" '.sinx+ n- f(cosx)"_2 dx (27.91)
n n
indirgeme formiilii bulunur. Benzer sekilde,

1 -1
f(sinx)” dx = —;(sinx) "1 cosx+ nT f(sinx)"_2 dx (27.92)
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Ornek 27.117.
/ cos® xdx

integralini bulmak isteyelim. n =5 oldugundan

5 L o4 . 4
n=5=Is= | (cosx) dngcos xs1nx+513
1 9 . 2

n:3:13=§(cosx) .s1nx+§ll

n=1—15L= fcosxdx =sinx+ C;
Simdi yiiriiniilen yola geri doniiliirse,

L :fcosxdx:sinx+C1
1 5 2 2
Igzg(cosx) .smx+§smx+C2 (C2=§C1)

1 4. 4(1 9 . 2 .
Is = —(cosx) .s1nx+g g(cosx) .sinx + gsmx +C

5

Ornek 27.118.
I,= fx”e“x dx (27.93)
integralini diisiinelim. Bu integrali dogrudan hesaplayamiyoruz. x"

carpaninin kuvvetini diisiirmek icin art arda kismi integrasyonu uyguluy-
oruz.

I, = fx”e‘”dx

1
= fe“xd(x”“), (x”dx

B d(xn+1))
n+1 B

n+l

feaxd(xrwl) — xn+leax _fxn+ld(eax)

— xn+leax_afxn+1eaxdx

(n+DI,=x""e* —al,_;

1
In=—(x"e™ - nl,)
o
cikar. Buradan
n_ax 1 n_ax n-1_ax
x'e"tdx=—|x"e""—n| x"" e (27.94)
a

indirgeme formiilii bulunur.
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RY®N] Bazi indirgeme Formiilleri

I, = i dx
" vax+b
2x"Vax+b 2nb
= In = — In—l
ai2n+1) ai2n+1)
1
I = f L
" x"v(ax+b)
Vin-1)bx"! a@n-3)
— In = - I
(n—Dbx"1  2bn-1)
I f dx
nm = R
xm(a2 _ xZ)n
:>a21n,m = aZIm,n+Im—2,n
I, = fx"sin(ax) dx
=>d’l, = -ax"cos(ax)+nx"'sin(ax)—nn-1)I,_»

IJn = /x”cos(ax)dx

>a’J, = ax" sin(ax) +nx"eos(ax)—nn—-1)J,_»
In = f (x2 + a2)n+1
I 2n lf
= =
" Zna2 (x2 + az)” 2na? J (x2+ az)”

Ornek 27.119. a # -1 ven > 0 oldugunda
1
I, = fx“(lnx)” dx=——x*"(nx)" - fo“(lnx)"_1 dx (27.95)
a+1 a+1

indirgemr formiiliinii ispatlayiniz.

1 1
u=0Unx)", du=nlnx)"'=dx,dv=x%dx,v= x4
X a+1

konumuyla,
n
I=——x™—— [ x*lnx)" 'dx O
a+1 a+1

Ornek 27.120. a # -1 ven > 0 oldugunda

In:fx_l(lnx)”dx:f(lnx)"d(lnx): #(lnx)”*HC (27.96)

dir.
. sin™*1 (ax)
I, = fsm (ax)cos(ax)dx=———+C (27.97)
(n+1)a
dir.
I, = /cot(ax) dx =1In|sin(ax)|+C (27.98)

dir.
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I= ftan" xdx = ftan”_2 x(sec® x — 1)dx
= ftan2 x.sec? xd—‘[tan"*2 xdx

1
= 1tan”flx—ftan"fzxalx

n_
dir.
I:ftan(x) dx:f sin(x) dx
COS X

_ _f d(cos x)

- Cos X

=—In|cosx|+C
dir.

I:fsec(x) dx =In|sec(x) +tanx|+C
dir.
1 1 .
I:fcos(ax) dx= Efcos(ax)d(ax) = Es1n(ax)+C

dir.

@Il Baglantili Oranlar

1. Bir pargacik 2 = x + 2y dogrusu boyunca pozitif yonde gidiyor.
(a) x koordinatinin degisimi saniyede 4 birim ise y koordinatini
degisimi nedir?
(b) y koordinatinin degisimi saniyede -2 birim ise x koordinatini
degisimi nedir?

Cozim:
(@):
x+2y=2=>x'+2y'=0=>4+2y'=0=y' =-2br/sn
olur. (b):
x+2y=2=>x"+2(-2)=0=>x'-4=0=x'=4br/sn
olur.

2. Bir parcacik x? + y? = 25 egrisi boyunca hareket ediyor. (3,4) noktasin-
dan gecerken y koordinati saniyede 2 birim azaliyor. x koordinatinin
degisimi nedir?

Cozim: x = 3 iken y =4 diir.

8
2xx' +2yy' =0=>3x"+4(-2)=0=>x"= 3

olur. Demek ki x koordinatinin degisimi g br/sn dir.
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3. Bir kamera bir eskener tiggenin oranlarini koruyarak kiiciiltiiyor.
Belirli bir anda bir kenarin kiiciilmesi k cm/sn dir. U¢genin alaninin
degisim orani nedir?

Coziim:
Alan formiiliinti yazalim. Eskenar ticgenin bir kenarinin uzunlugu x
ise yiiksekligi h =1/ x2 — %2 = @ olacaktir. Oyleyse alan

1 3
A= —hx=—x*
2 4
3 3
A= %Zxx’ = %xk cm?/dk

olur.

4. Ozel Gorelilik kuramina dingin haldeyken kiitlesi m olan bir cismin
hiz1 v ise, 151k hiz1 ¢ olmak giizere, cismin uzaydaki hiz1

-5
m —_——
c2

dir. Cismin hiz1 151k hizinin yarisina esit oldugunda, hizinin degisimi
saniyede 0.01c ise kiitlesinin degisimi nedir? [Gorelilik kuramina gore
cismin kiitlesi hizina baglh olarak degisir.]

Céziim: Cismin hareket halindeki kiitlesine M diyelim.

M v’
-n1-)

, vy’ v2\ 72
M=m CZ (1 ?)

olur.

5. Kenar uzunluklari x ve y olan dikdértgenin kenarlari, sirasiyla, u ve v
oraninda degisiyor. Dikdortgenin alaninin degisim oranini bulunuz.

Coziim:

Dikdértgenin alan1 A = xy dir. ¢t anindaki degisim
dA ey N

— =X'y+xy =uy+vx
di y+txy =uy

olur.

6. ki bisiklet yarig¢isindan birisi (G) giineyden kuzeye dogru bitim
noktasina (finish F), 6tekisi (D) dogudan batiya dogru ayni bitim
noktasina (F) dogru yol aliyorlar. G yarig¢isinin hizi 13 km/saat'dir. iki
yariscinin bitim noktasina uzakliklari esit oldugu anda, aralarindaki
uzaklik 16 km.dir. Aralarindaki uzaklik 17km/saat hizla azaliyor. Yarist
hangisi kazanacaktir?

Coziim: G yariscisinin bitim noktasina uzakligi x, D yaris¢isinin y
olsun. Aralarindaki uzaklik bir dik {icgenin hipoteniisiidiir ve d? =

x? + y? dir. Uzakhign tiirevini alirsak, dd’ = xx' + yy' diir. x = y
oldugunda d = 16 veriliyor. O anda uzaklik formiiliinden x = y = \1/—62 ve
tiirev formiiliinden y’ = 13 -17v/2 = —~11km/saat bulunur. y’ < x’ olur.
O halde G yariscist daha hizlidir ve yarisi kazanacaktir.
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Belirsiz integral terimi, bir bakima, Tiirkce'de talihsiz bir adlandirmadir.
Ingilizce'de indefinite integral teriminin karsiligidir. Ama o terim yer-
lestigine gore, onu kullanmayi stirdiirmeliyiz. Aslinda bir fonksiyonun
belirsiz integrali, birbirlerinden farki birer sabit olan fonksiyonlarin
olusturdugu bir vektor uzayidir. O uzaydan herhangi birisi integral olarak
alinabilir. Hangisinin alinacag belirli degildir. Belirsiz integral deyimi
onu ifade ediyor. Biz o kadar ayrintiya inmeden ¢ok kullanilan bazi
fonksiyonlarin belirsiz integrallerini listelemekle yetinecegiz.

RIXOBN  Belirsiz Integral Formiilleri

Temel Formiiller: Asagidki formiillerde u = u(x) fonksiyonunun ilgili ar-
alikta siirekli, tiiretilebilir, tiirevinin dve siirekli oldugunu ve varsayacagiz.
a, b, k € R sabit sayilardir.

L fu"du=-"-x""1+C, (n#-1)

n+l1

2. f% du=Inlul+C,
3. Judv=uv- [vdu [parcali (kismi) integral formiilii]

4. [ du=Llnlau+b|+C

Degisken Degistirme

Belirsiz integral verildigi bicemde bilinen integral formiillerinden hic
birisine benzemiyorsa, bazen uygun bir degisken degisimi ile bilinen
formdillerden birisine doniistiiriilebilir. Bu eylemin genel yontemi

sOyledir: x = g(¢) konumu yapilirsa, dx = g'(t)d t olacagi diisiiniiliirse,

ff(x)dx=ff(g(t))g’(t)dt (28.1)

bagintisi bulunur. Bu bagint1 bilinen integral formiillerinden birisine
benziyorsa, esitligin sag yani hesaplanabilir. Sonra asil x degiskenine
dénmek igin t = g~!(x) ters fonksiyonunu kullanmak gerekir. Dikkat
edilirse, bu sonug zincir theoremina benziyor.

(28.1) formiilii ile belirli integral degerleri de bulunabilir:

Teorem 28.1. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, g(t) fonksiyonu
a < g(1) < B icin siirekli ve g'(¢) tiirevi de siirekli ise a = g(a) ve b = g(B)
ise ya da buna denk olarak a = g~ (a) ve B = g~ (D) ise,
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b a
ff(x)dx:fﬁ flgeng' (nde (28.2)

olur.

Belirli integral icin var olan theoremlar, Teorem ?2 ve Teorem ??
yardimiyla belirsiz integrallere kolayca uygulanabilir.
Asagidakiler degisken degistirimini gosteren drneklerdir.

Ornek 28.2.

X 1 fdu
fx2+ldx:§ - (t=x2+1, du=2xdx)

1
=—In|u|+C

2
=lnvx2+1+C

Ornek 28.3.

in(21 1 2
fwdxz—fsintdt, (t=2Inx, dt=—dx, dxzfdt)
X 2 X 2

1
=—-—cost+C
2

1
= ~3 cosInx)+C
Ornek 28.4.

f ex+1exdx=ft”2dt, (t=e*+1, dt=e"dx, dx=e*dp

2
==?+C

3

2
= g(ex+1)3’2+c

Ornek 28.5.

f;dx- _dax
vex—1 e*V1—e2x

B e *dx dx
V1-(e %72
dt
=- dt, [t=e"x, dt=-e *dx]

V1-1¢2

=—sin't+C

=—sin"Me ™M +C

Ornek 28.6.



28.2 Trigonometrik Integraller

1
f dx
5+4x+ x?

Ornek 28.7.

f3 sin(vx+1)
0 vVix+1

Trigonometri

Ornek 28.8.

ftanxdx = f
cosx

Ornek 28.9.

cosx
fcotxdxzf —dx,
sinx

Ornek 28.10.

d
:f “ du,
1+ u?

=tan 'u+C

=tan_1(x+2) +C

2
dx:f sintdt, [tz\/x+1, dt
1

—2cos uI%

=2(cosl —cos?2)

k Integraller

sinx

dx,

dt
-] —+C
t

=-In|t[+C

=—In|cosx|+C

=In +C

COoSx

=In|secx|+C

dt
=f—+C
t
=In|t|+C

=In|sinx|+C

d
=f a dx
1+ (x+2)2

[u=(x+2),

du = dx]

_dx
2vx+1

2
2/ sintdt, [x=0=>t=1 x=3=>1t=2]
1

(t=cosx, dt=—sinxdx)

(t=sinx, dt=cosxdx)

365
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t=(secx+tanx), dt=secxtanx+sec’ x)dx konumu yapilirsa,

secx +tanx
secxdx= | secx—————dx
secx +tanx

f sec’x +secxtanx + sec’x
secx +tanx

dx+C

dat
= 7 =ln|t|+C

=In|secx+tanx|+C
cikar.

Ornek 28.11.

t = (cscx +cotx), dt=—(cscxcotx+csc? x)dx konumu yapilirsa,

cscx +cotx
cscxdx= | cscx———dx

cscx + cotx
/—csczx—cscxcotx
= +C
CSCX + cotx
_[ dt
a t
=-Inlt|+C

=—In|cscx+cotx|+C

cikar.
Ornek 28.12.

ntekise n=2k+1ve t=sinx, dt=cosxdx konumu yapilirsa,
fsinm x.cos" xdx = fsinm x(cos? x)¥ cos xdx
_ - m 2 Nk
= fsm x(1—sin“x)" cosxdx

:j}ﬂ%1—r%kdt+c

cikar. (1 - £*)* binoma gére acilabilir ve sonug ¢ ye gore bir polinom olur.
Polinom terim terime integrallenebilir. Sonra istenirse sin x’e dontistim
yapilabilir. Bunu bir 6rnekle aciklamak daha kolay olacaktir.

Ornek 28.13.

ntekise n=2k+1ve t=sinx, dt=cosxdx konumu yapilirsa,
fsin2 x.cos® xdx = fsin2 x(cos2 x)cosxdx
:fsin2 x(1 —sin® x) cos xdx, (t=sinx, dt=cosxdx)

:f(tz— hdr+C

B
=—-2+cC
3 5
1
= —sin®

1.5
x—=sinx+C
3 5
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Ornek 28.14.

fsin3 x.cos® xdx:fsin2 x(cos8 x)sinxdx
=f(1 - cos? x) cos® xsin xdx, (t=cosx, dt=—sinxdx)
:f(l—tz)thHC

:f(ts— 9de
1

1
=P -—rlscC
9 11
1 1
==-cos’x— —cos''x+C
9 11

Ornek 28.15.

1 1
fsin2 xdx = Ef(l —cos2x)dx, [sin® x = 5(1 —c0s2x)]
x 1
=———sin2x+C
2 4

1
= 3 (x—sinx.cosx)+C
Ornek 28.16.

1
fsin‘lxdx: Zf(l—cost)zdx,

1 9 2 1

:Z (1-2cos2x+cos“2x)dx, [cos x=§(1+0032x)]
x 1 . x 1 .

=———sin2x+—+ —sind4x+C
4 4 8 32
3x

1 1
= — ——sin2x+ —sindx+C
8 4 32

Ters Trigonometrik Konumlar

Cok kullanigh baz: ters trigonometrik konumlar (degisken degistirimi),
x=asinf, x=atanO, x=asecH
fonksiyonlari ile yapilir. Bunlarin karsit fonksiyonlari

0= (3) 0=t (2] 0 )3

dir.

Teorem 28.17.

Integrali alinacak ifade v a2 — x2, (a > 0) terimi iceriyorsa, x = asinf ya
da ona denk olarak = sin™! (%) konumu yapilr.
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Ornek 28.18.

ayaricaplh bir disk icinde b < a olmak iizere [b, a] araligina diisen
daire kesmesinin A alanini bulunuz.

Coziim: dairede simetriyi kullanirsak, s6zkonusu alan I.bolgedeki
alanin iki kat1 olacaktir. Dolayisiyla,

a a
A:f \/az—xzdx:f (a®cos0)do, [x = asin®, dx=acos8db]
b b

a*(0 +sin6.coso)|

X=a
xvVa? —x2)

L 1.X
a®|sin 1(—+ 5
a a

x=b
j b
= %az - azsin_l(g) - bV a?-b?
cikar.

Ornek 28.19.

1 3sec’0 )
A—f mdx—fmde, [x=3tanO, dx=3sec“0dO]

= fsec@d@

=In|secO +tanf|+ C

V9 + x2 x
3
=ln(\/9+x2+x)+C1, [C; =C—-In2]

=In +C

cikar.

Céziimlii Problemler

1.
fdx=x+C
2.
fkdxzkx+C
3.
1,
fxdxz—x +C
2
4,
2 13
x“dx==-x>+C
3
5. .
fx"dxz X"+ C
n+l
6.

1
/xex2 dx= Eexz +C
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7.
1
fxz(l—x3)5 dx=—Exs(xs—2)(x6—3x3+3)(x6—x3+1)+C
8.
fln(x+\/1+x2) dx=xsinh 'x)-Vx2+1+C
9. 5
X 1,, 5
f1+x2 dxzi(x -In(x*+1)+C
10.
xe* er
f dx= +C
(1+x)2 x+1
11.
/xefx dx=—-e*x+1)+C
12.
1 6 5 15 1
fx(x—l)6 dx==x8—x"+=x8—4x’+ =x* 23+ =%+ C
8 7 2 4 2
13.
1 1
f dx=-In6x+3)+C
5x+3 5
14.

9 x+1
[l
4 x+2y/x-3
integralini bulunuz.
Coziim:

t = v/x degisken degistirimi yapilirsa

t=vVx =
1
dt = ——=>dx=2vxdt=2tdt
2Vx vx
x = Pox+1=r2+1
X = 4—1t=2
X = 9—1t=3

(28.3)

degisken degistirimi yapilinca,

/9 x+1 f3 ?+1
4 x+2/x-3 2 2+2r-3
3 283421
=f 723!
2 t“+2t-3
3 16t —12
= 20—4+ ————|dt
2 (t—-1)(t+3
3 1 15
:f (Zt_4+_+_)dt
2 t—1 t+3
=t*—4t+In|t—1|+15In|t+3|3
=[9-12+In2+15In6]—[4—8+0+15In5]

=In2+15Iln6+15In3-15In5+1
=In2+15In6-15In5+1
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[stenirse, 5. esitlikten sonra ¢ degpiskeninden tekrar x degiskenine
doniisiim yapilabilir

/9 s 4Vx+In|Vx+3[3
—— ax=X- X+Injvx
4 X+2y/x-3 4

=In2+15In6-15In5+1

bulunur.

15.

2T sinnx
- dx
0 X“+n

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

Bu problemi ¢6zmek i¢in 6nce (28.4) esitsizliginin varligini gérecegiz.

) 27 sinnx o 2n
lim dx < lim lim —_ =0 (28.4)
n—cojo x?+n? n—co Jo x2+n?

Sonra Teorem ?2-10.’yu kullanacagiz:

fzn sinn.x dx <f2n ! dx (28.5)
0o x2+n? “Jo |x2+n? ’
2m 1
< f — dx (28.6)
0o N
27
=— (28.7)
n
Bu esitsizliklerden limite gecersek,
2T sinnx 27
lim 5 deslim—zzo
n—ooJo XxX“+n n—oo p
cikar.
16.

f (x+3)sin(x*+3x-5) dx

integralini hesaplayiniz.

Cozim:

1
f(x+3) sin(x* +3x-5) dx = Efsin(x2 +3x-5d(x*+3x-5)

1
:—Ecos(x2+3x—5)+C

17. d
x
[ —
(x+2)3—x)
integralini hesaplayiniz.

Cozim:
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X
—dx:f—dx
f (x+2)B-x) V6+x—x2
dx

V6 —(x2—x

1
f dx, t=(x--)
25 (x 2)2 2
- f S
2
\/f—rz

=sin”" " [—=|+e
5/2

. _I(Zx—l
=sin
5

+e

18. .
f xIn(x+3) dx
0
integralini hesaplayiniz.
Coziim:

t =In(x+3) konumu yapilirsa dv =x dx, dt= x+3, v= olur. Bunlar
kismi integral formtiltinde kullanilirsa,

2 1 2
fxln(x+3) dx—x—ln(x+3)__fx_ dx
2 +3

2

X 1 9
:—ln(x+3)——f(x—3+—) dx
2 2 xX+3

x2 1(x?
=—Inx+3)—-=|—-3x+9In(x+3)|+C
2 2\ 2

olur. Buradan

1 5 9
f xIn(x+3)dx=-—-In4+-1In3
0 4 2

bulunur.

19.

fe”z sin(ax) dx = L e*!? (sm(ax)

1 —acos(ax)|+C
(a® + 1) 2

oldugunu saglayiniz.

20.

tan(Z
tan™! ( 2 ) +C

1
[—
(3cosx+5) 2 2

oldugunu saglayiniz.

21.

1
fexsinx dx= Eex(sinx—cosx) +C
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22.
fxsinx dx=sinxxcosx+C
23.
fesmxcosx dx=e""+C
24. ]
fcsc(Bx) sec(3x) dx = 3 (In(sin(3x)) —In(cos(3x))) + C
25.
1(2x-1
1 1 1 tan
f dx:—ln(xz—x+1)+—ln(x+1)+M+C
1+x3 6 3 V3
26. )
dx=-2V4-x+C
| = e
27.
f 2x
———+C
Vi
28. I
fZSinxcosx dx:—i cos(2x)+C
29. f . )
+
1+ e2* dx =tan~1(e¥)
Rasyonel Fonksiyonlarin integralleri:
L [ Gz du= -7 +C, (au+b#0)
_ 1 1
2. f(u+b)" du= m(u"‘d)rﬁ +C’
3. Julu+a)" du= Grgoms U+ @™ (n+Du-a)+C,
4. f1+ sdu=tan'u+C
5. [z du=4tan”'($)+C=—scot ' (H)+C
6. f—uziaz du= ln|u+a|+C
1 _ 1 1, 2ax+b
7. fax2+bx+c dx = T tan~ (\/7)+C
1 -1 2 ___b -1_ax+b
8. fm dx = 5_1nlax”+bx+c| amtan m+c

Koklii ifadelerin integralleri:
1. [Vx—adx=3(x-a)P?+C

2. f\/xlTa dx=2Vxta+C

3. f\/ulfx dx=-2ya-x+C

4. fﬁduzsin‘l(%)+C=—cos‘1(%)+C
5. f\/ﬁduzln‘u+\/u2—a2|+c

: fﬁ duzln‘u+\/u2+a2|+c
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_1 u
7 ‘fu a’+u? du_“ln a+va?+u? +C
= LcosTl(¥) = -1
8fu ey =2cos (9)= sec (m+C

9. [Vie+a?du= %\/mi%zln|u+ u*+a’|+C
10. [V@ - du=2V@ -+ % sin" (4 +C
Trigonometrik Fonksiyonlarin integralleri:

1. fsinudu=-cosu+C

2. fcosudu=sinu+C

3. [ftanu du=In|secu|+C=In|cosu|+C

4. [cotudu=In|sinu|+C

5. [secu du=In|secu+tanu|+C=In|tan(§ + })|+C

6. [sec’udu=tanu+C

7. [esc?udu=—cotu+C

8. [cscutanu du=secu+C

9. [fcscucotudu=-cscu+C
Hiperbolik Fonksiyonlarin integralleri:

1. [sinhudu=coshu+C

2. [coshudu=sinu+C

3. [ftanhu du=In|coshu|+C

4. [cothudu=In|sinhu|+C

5. [sech(u) du=tanh !(sinhu)+C

6. [csch(u) du=—coth™(coshu)+C

7. [sech®(u) du=tanhu+C

8. [csch?(u) du=—cothu+C

9. [sech(u)tanhu du = —sech(u)+C

10. f[esch(u)cothu du=—csch(u)+C
Ustel Fonksiyonlarin Integralleri:

1. fekdu=1teku+C

2. fa”du——a +C (@a>0,a#l)

~ Ina

w

. fuak”duzklhaak”+C (@a>0, a#l)
4. fuzak“duzak”(”—,:—i—';+%)+c

5. fe dx—lnu+szty Uex)

“n.onl

373
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6. [e“sinbudu= WMC{Z +b*+C

7. [e™cosbudu= W +C
Logaritmik Fonksiyonlarin integralleri:

1. [In(kx) dx=xIn(kx)—x+C

2. [In(ax+b) dx=xIn(ax+b)—x+ %ln(ax+ b)+C

3. [(nx)? dx=x(nx)?-2xlnx+2x+C

4. [(In(kx)" dx=x(nx)"—n [ (n(kx)"! dx+C

l n
5 [ dx=In|lnx/+Y, 804 C

m+1l  (m+1)2

6. fxm.lnxdxzxm“(l“—x— : ) (m#1)

1 — 1
7 J s dx= (=D nx)"1 (n#1)
8. [In(x?+a?) dx=xIn(x?+a?) —2x+2atan™' (£) + C

9. [sin(lnx) dx = % (sin(Inx) — cos(Inx)) + C

10. fcos(Inx) dx = %(sin(lnx) +cos(Inx))+C

Rasyonel Fonksiyonlarin Integralleri

LR WA Payda'nin Tiirevi Pay'a Esitse

y=Inu= y' =% bagintisin1 kullanirsak,

!
f uL(jgjx =Injux)|+C

yazabiliriz. Bazen uygun degisken degistirimi ile integrali alinacak
fonksiyon bu biceme sokulabilir.
Ornekler:

1. y=lnx=y' = J—lc bagintisini kullanirsak,

dx
f—=1n|x|+C
X

yazabiliriz.

2. Integrali alinacak fonksiyon xfla biciminde ise, onun In|x — a|+ C

foksiyonunun tiirevi oldugunu biliyoruz.

1

integralini hesaplamak icin w = x — 2, dw = dx konumu yapilisa,

1 1
/—dxz/—dw=ln|w|+C=1n|x—2|+C
x—2 w

bulunur.
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3. Paydanin tiirevi paya esitse, bir degisken degistirimi ifadeyi dTW
bicimine donitistiiriir.

2
re—2r
—-————d
fr3—3r2+1 '
integralini hesaplamak icin
w=r3-3r+1, dw=@r?-6ndr=30%-2rdr
konumu yapilisa,
r2—2r
f f —dw
3r2+1
:—ln|w|+C
3
1
:§1n|r3—3r2+1|+C
bulunur.

4. Cogunlukla payda'nin tiirevi paya esit olmaz. Bu durumlarda da
degisken degistirimi bazen ise yarayabilir.

s+2
—ds
s+3

integralini hesaplamak icin w=s-3, dw =dskonumu yapilisa,

s+2 +5 5
f—d —fw dw=/(1+—
s+3 w w
=w+5In|w|+C

=s—-3+5In|s-3|+C

dw

bulunur.

lRe® DBasit Kesirlere ayirma

Teorem 28.20. SEX; rasyonel fonksiyonu igin, payin derecesi pay-

dadinkinden kiigiik ve paydanin bas katsayist 1 olsun. Payda
Q) =(x-a)(x-az)...(x—an)

gibi dogrusal carpanlarina ayrilabiliyorsa,

P(x) A Ay A
= +...+ (28.9)
Qx) x—-a x—a X—ap
biceminde yazilabilir.

Bu teoremin formal ispatini vermeye gerek kalmadan, integral
hesabinda gerekli olacagi icin Ay, Ay, ..., A, katsayilarinin hesa-
planisini gosterecegiz. O eylem ispat yerine gececektir. Bunun icin
yapilacak is basittir. (28.9) ifadesinin sag yanindaki terimlerin pay-
dalarim esitleyip ortak payda altinda toplariz. Sag tarafin paymna
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gelecek olan polinoma S(x) dersek, (28.9) esitliginin saglanabilmesi
icin
P(x) S
Qx) Q)

esitliginin saglanmasi gerekir. Buradan P(x) = S(x) olmasi gerektigi

(28.10)

cikar. Bu 6zdeslikte esit dereceli terimlerin katsayilarini esitleyerek
istenen Aj, Ay, ..., A, katsayilar1 hesaplanabilir.

Katsayilar1 kolay hesaplamaya yarayan baska pratik bir yéntem de
gOyledir: (28.9) esitliginin iki yanin1 herhangi bir (x — a;) ile ¢carpip
X — a; iken limiti hesaplayalim: Her (1 < j < n) igin,

P P(a;
Aj= Jim (- ap o )

) = (28.11)
j Q) (aj—m)aj—az)...(aj—ay)

yazilabilir. Bu esitlikte paydasi (x — a;) olan terime kargilik gelen
Aj katsayis1 bulunmusg olur. Her (1 < j < n) igin bu eylem yapilirsa,
Ay, Ay, ..., A, katsayilar hesaplanmis olur. Bu isleme dikkat edersek,
yapilan is,

Px) P(x)

Q) (x—a)(x—ap)...(x—ay)

(28.12)

esitliginin sag yaninda paydadaki (x — a;) ¢arpanini yok sayip geride
kalan ifadede x yerine a; koymaktan ibarettir. Katsayilarin hesaplan-
masinda bu oldukga kolaylik saglayan bir yontemdir.

Ornekler: Bazen paydayi carpanlarina ayirmak integral iglemini

basitlestirir.
5.
x+4
/ ———dx (28.13)
X2 -5x+6
integralini hesplamak i¢in, ifadeyi basit kesirlerine ayiracagiz.
x+4 x+4
= (28.14)
X2-5x+6 (x—2)(x-3)
A B
=—+— (28.15)
x-2 x-3
Ax—-3A+Bx—-2B
= (28.16)
(x-2)(x-3)
= (A+B)=1, -3A-2B=4 (28.17)
= a=-6, B=7 (28.18)
olur. Buradan,
+4 1 1
fx—dxz—(if—dx+7f—dx (28.19)
X2 -5x+6 x-2 x-3
=—-6In|x-2|+7In|x-3|+C (28.20)
cikar.
6.
x?+1 A A A
x= + +
(x=2)(x+2)(x—b5) x—-2 x+2 x-5
104 35 15

= + +
84(x—-5) x-2 x+2
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yazilabilir. Buradan

x*+1 f 104 f 35 f 15
dx= + +
(x=2)(x+2)(x—=5) 84(x—5) x—2 xX+2

1
= 8—4(104ln|x—5|—351n|x—2|+ 15In|x+2|+C

bulunur.

7. Payin derecesi paydaninkinden biiytiikse, 6nce bélme islemi yapilir,
sonra yukaridaki yonteme basvurulur:

3
x° -4
=
x2—x-2

integralini hesaplamak icin énce pay1 paydaya bélelim:

x3 -4 (x+2)+ 9x+2
_— = (x —
x2—x-2 x2—x-2

oldugundan

34 9x+2
fzx—dxzf(x+2)dx+f2de
xc—-x—-2 xc—-x-2

x2 9x+2
:—+2x+C1+f—dx
2 x2—-x-2

yazilabilir. Sagdaki integrali hesaplamak icin,

9x+2 A N B
2-x-2 x+1 x-2
7 20
2A:—,B:—
3 3

oldugu diisiiniiliirse,
x3-4 x? 7 20
—dx=—+2x+C;+-In|x+ 1|+ —In|x-2|+ C,
x2—x-2 2 3 3

x? 7 20
:?+2x++§ln|x+1|+?lnlx—2|+C, (C=C1+(Cy)

bulunur.

3
x°+2
f3 dx
X0 —X

integralini hesaplamak icin, ifadeyi,

3
x°+2 x+2 x+2

f dx:f(1+ )dx:x+f dx
x3—x x3—x x3—x

bi¢ciminde yazalim. Sag yandaki integral icindeki ifadeyi basit kesirler-

ine ayiralm:
X+2 xX+2 _A+ B C
B-x xx-Dx+1D) x x-1 x+1
_AW*-1)+B(x* +x) + C(x* — x)
B x(x—1)(x+1)
A+B+C=0
={B-C=1

-A=2
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cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A = -2, B =3/2, C = 1/2
bulunur. O halde,

[ 2aememz [Laned [ Loave ] [ L
x> =X x—-1 2J x+1

1
:x—21n|x|+51n|x—1|+§ln|x+1|+C

cikar.

9. Paydanin bir yada iki dereceli bir carpam m kez tekrar ediyorsa, onu
kesirlerine ayirirken s6z konusu carpan icin, dereceleri 1 den m ye
kadar degisen terimler eklenir.

Ornek 28.21.
f dx
x(x2-1)2
integralini hesaplamak icin, ifadeyi kesirlerine ayiralim:
1 A B C

—_—
x(x2-12 x x-1 (x-1)2
_A(X*-2x+1)+B(x*—x)+Cx

x(x—1)2
A+ B+ =0
—={ -2A-B+C =0
A =1

cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=1, B = -1, C = 1 bulunur. O

halde,
szfldx—dex+ ! dx
x(x2-1)2 X x-1 (x—1)2

1
=In|x|-In|x-1|-——+C
x—1

cikar.

Paydada Gergel Kékii Olmayan Carpan Varsa

Payda'da ax? + bx + ¢ gibi ikinci dereceden bir carpan var ve b? —4ac <0

ise o ¢carpana ait gercel kok yoktur. Basit kesirlere ayirirken ona ait terimi

Ax+B
ax?+bx+c

1 X 1 X
dx, f dx, f dx, f dx
fx2+a2 x2 +a? x% —a? x2 — a?

tipi integrallerin hepsine uygulayabiliriz. Sonuclar daima,

biciminde yazariz. Tabii, ayni diisiinceyi

1 1
fmd x=—tan- 1( )+C (28.21)

1
x2 + 2 X = Eln(x +a’)+C (28.22)

1 |x— al
f —1In +C (28.23)

x2 - az 2a |x+ al

) :—lnlx —d®l+C (28.24)
X
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formiillerine indirgenebilir.

Ornekler
1.
2
xX“+3x+2
==
X3 +x
integralini hesaplamak icin, ifadeyi,
3 2
x°+2 +3x+2
oD
xX3+x x(x2+1)
biciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢cindeki ifadeyi basit kesirler-
ine ayiralim:
x?+3x+2 x*+3x+2 A ,Bx+C
x(x2+1) x(x2+1) x  x2+1
_A(x*+1)+Bx*+Cx
T x(x-D(x+D)
A+B =1
=< C =3
A =2
c¢ikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=2, B=—-1, C=3 bulunur. O
halde,
342 1 1
fx dxzzf—dx—f al +3[ dx
B+x x x2+1 x2+1
1
=2In|x|- Eln(x2 +D+3tan ' x+C
cikar.
2.

1
fxz—azdx

integralini hesaplamak icin, ifadeyi,

S R
x2—a? x—a)(x+a)

bi¢ciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢indeki ifadeyi basit kesirler-
ine ayiralim:
1 A B

= +
(x—-a)(x+a) x—-a) x+a
B Ax+ Aa+Bx—Ba

(x2 - a?
A+B =0
—
Aa—Ba =1

¢ikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A = 1/(2a), B = —1/(2a)
bulunur. O halde,

1 1 1 1 1
——dx=— X—— X
d d d
x2—a? 2a) x—a 2a) x+a
1 1
=—In|x—a|l-—In|lx+a|+C
2a 2a

1 |x—al
=—In +C
2a |x+al

cikar.
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3. Bazen uygun bir degisken degistirimi ile payda'nin tiirevi paya

f x2+2
——dx
4x544x3 4+ x

integralini hesaplamak i¢in, integrali,

xX2+2 x2+2
——  dx= dx
4x5+4x3 4+ x x(2x2+1)(2x% +1)2

biciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢cindeki ifadeyi kesirlerine

esitlenebilir.

aywralim:

X2 +2 A Bx+C Dx+E
—_—=—+ +
x—a)(x+a) x 2x2+1 (2x2+1)2
_Alx*+4x+1)+B@x"+x*)+ C(2x* + x) + Dx* + Ex
B 4x5+4x3 4+ x

4A+2B =0

2C 0
=

4A+B+D =1

A =2

cikar. Son denklem sistemi ¢oziilirse A=2, B=-4, C=0 D =
-3, E =0 bulunur. O halde,

X2 +2 dx xdx xdx
—— dx=2| — -4 -3
4x5+4x3 +x X 2x2+1 2x%2+1)2
du 3 (du 2
=2In|x|- | ——- — (u=2x"+1)
u u

4

3
=2In|x|-In|u|l+ —+C
4u

2
X 3 1
=21n( )+— +C
2x241) 4 2x2+1
cikar.
4,
1
dx

f x3+1

integralini hesaplamak icin, integrali,

1 1
LI —
x3+1 x+D(x2-—x+1

biciminde yazalim. Sag yanda parantez i¢indeki ifadeyi kesirlerine

aywralim:

1 B A N Bx+C
x+Dx2-x+1 x+1 x2-x+1
A -x+1)+B(x*+x)+C(x+1)
B x+D(x2-—x+1
A+ B =0
=<{-A+B+C =0
A+C =1
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cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=1/3, B=-1/3, C=2/3
bulunur. O halde,

f 1 1 dx 1 [ (x-2)dx
xXxX=—- —_—— —
x3+1 3J x+1 3J x2-x+1
13
1 1[ Xx-3—3
:§1n|x+1|—§f 12223dx
(x=3)"+37
u 1 du
=—1nx+1——f d —f +C
| | 2+?_1 2 u2+§
1 1 3 12 2u
:—1n|x+1|——ln(u2+—)+——tan_1(—)+C
3 6 4] 2.3 V3
1= e — x4 )+ ta ‘1(2x_1)+c
==In|x ——In(x"-x —tan
3 6 V3 V3
cikar.
Ornek 28.22.
1. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
f 3dx f dx
1. 2.
3x—-4 3-5x
j‘ xdx 4 /xzdx
7x—3 ’ x-3
f dx 5 f dx
x?-4 CJ)3-x?
f x? f xdx
S — 8.
x2+2x-2 3— x2
dx 1
o | aoe . [ s
2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
x—3 1
1. f dx 2. f dx
x2+x 9x + x3
1
[ b [
9x2 —6x+2 2+6x+9x2
1+ x? 1+x3
[ S RES A
9x2 —6x X2 +7x+12
. f x3 8 j‘ dx
’ x3—ad ' 2x+2x2+x3
1 X
9. _ 10. —d
fx4—3x3 fl—x+x2 o
Karma problemler

1. Asagidaki integral formiillerini dogrulugunu saglayiniz.

Ornek 28.23.

Ornek 28.24.
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fi(lnx) = lC
dx T X

Ornek 28.25.
1
f —dx=Inx+C
X
Ornek 28.26.
d 2 2
—(sec”x) =2tanxse“x+C
dx
Ornek 28.27.
Y*Ina-1
fx(ax)dx = % +C
In“a
Ornek 28.28.
fx(sinhx)dx = x(coshx)+sinhx+C
Ornek 28.29.
fsin\/}dx =2(sinyx—-2cosvVx+C
Ornek 28.30.

fsin‘l(\/})dx = %(\/—(x— Dx+sin” (VX)) +C

Ornek 28.31.

ftan_l(ﬁ)dx =x+Dtan ' (Wx)-Vx+C

Ornek 28.32.

1
fxlnx: :lxz(Zlnx— HD+C

2. Asagidaki integralleri bulunuz.

Ornek 28.33.
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X% -5x-9 {

1
G DoiDer2 gD +9nx+1D +101n(x+2))}+c

6
Ornek 28.34.

3x*+18x+15 _

(x-D(x+2)2
integralini hesaplamak icin, integrali alinacak rasyonel fonksiyonu,
kesirlerine ayiralim:

3x%2+18x+15 A B C
= + +

x-D(x+2)2 x-1 x+2 (x+2)?
_Ax+2))+B(x-1)(x+2)+C(x—1)
B (x+D2-x+1

A =4
A+B =3
—
B= =3-A=3-4=-1
C =3

¢ikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=4, B=-1, C =3 bulunur.
O halde,

f3x2+18x+15 f4dx f dx f 3dx
L — - +
(x—1(x+2)? x-1 x+2 (x+2)2

=4ln|x—1|—ln|x+2|+3f(x+2)_2dx+C

(x=1* 3(x+2)7!

=In + +C
|x+ 2| -1
x-D* 3
=In R —
[x+2] x+2
cikar.
Ornek 28.35.

3x*+18x+15 _

(x-D(x+2)2
integralini hesaplamak icin, integrali alinacak rasyonel fonksiyonu,
kesirlerine ayiralim:

3x%2+18x+15 A B C
= + +

x-Dx+2)2 x-1 x+2 (x+2)?
_Ax+2))+B(x-1)(x+2)+C(x—1)
B (x+D2-—x+1

A =4
A+B =3
—
B= =3-A=3-4=-1

C =3
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cikar. Son denklem sistemi ¢oziiliirse A=4, B=-1, C=3 bulunur.
O halde,

3x2+18x+15 f4dx f dx 3dx

——dx= — +
(x—1(x+2)2 x-1 x+2 (x+2)2

=41n|x—1|—1n|x+2|+3f(x+2)‘2dx+c

(x-1* 3x+2)7!
=In +
|x+ 2] -1
(x—1)* 3

|x+2| xX+2

+C

=In

cikar.
Ornek 28.36.

f(l—3x)5dx:> t=1-3x, dt=3dx

-1
=ft5(—dt
3
-11
:——Z’G
36

-1 6
=—(1-3x)"+C
18

Ornek 28.37.

f (Inx+4)3

1
dx—=t=Ilnx+4, dt=—dx
X X

=ft3dt

1
— o

4

1
= Z(lnx+4)4+C

Ornek 28.38.

faxdx: t=a"=t=e""4

:fexlnadxziexlna_,’_c
Ina

1
=—a*'+C
Ina

Ornek 28.39.

a\/}
f dx= x=1*=>dx=2tdt,
Vx
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Ornek 28.40.
3
f dx=t=x*=>dr=4x%dt,
1+ x8
1 dt
Y
4) 1+¢2
1
=_tan! xh+C
4
Ornek 28.41.
Ccos X — smx
f f— Inlul+C
smx+cosx
d(sin x + cos x)
=—dx
sinx + cosx
=In|sinx+cosx|+C
Ornek 28.42.

f\/cos5x sinxdx = t=cosx, dt =—sinxdx

—f\/ﬁdr

__ftSIZdt

217
=——t2+C
7

2 7
= —;(cos2 x+C

Ornek 28.43.

fx3\/x—3 dx= t*=x-3,2tdt=dx, x=1>+3
:f(t2+3)3.t.(2tdt), [(a+b)® = a®+3a®b+3ab®+ b

—zf(t8+9t6+27t4+27t2)dt
24 18 ., 54 . 54
=P+ 1+ =r+=—+C
9 7 5 3

2 9 18 7 54 5 3
= §(x—3)2 +7(x—3)2 +E(x—3)2 +18(x—3)2+C

Ornek 28.44.
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ekok{4, 5} =20= = x+1, 20t"%dt = dx, x = t** — 1 konumuyla,

3+\4/x+1d 3+ V120
——dx = _—
Vx+1 V120

34+
:f7(20t19)dt

3t19
=20f(t20+7)dt

20 15
=y —1%4C
21 4

(201%d ¢

20 21 15 4
=—(x+1)20+—(x+1)5+C
21 4

bulunur.

Ornek 28.45.
u=x,dv=e*dx, du=dx, v=e*, f[udv=u.v— [v.du konumuyla,

fxexdxzxex—fexdx

=xe*-e*+C

=ef(x-1)

bulunur.

Ornek 28.46.

u=x?dv=edx, du=2xdx, v=e*, fudv=uv-[v.du

konumuyla,

fxzex dx:xzex—zfxex dx
=x?e*—2¢(x-1)+C

=e*(xX*-2x+2)+C

bulunur.

Belirli Integral

Diizlemde kare, dikdoértgen, ticgen, cember gibi iyi bilinen geometrik
sekillerin alanlarini bulmak i¢in uygun formiiller kullanityoruz. Ama,
uygulamada alanini bilmek isteyecegimiz diizlemsel alanlar, yukarida
sayilan sekillerden hic birisine benzemeyebilir. Ustelik bunlarin sayisi
bilinen geometrik sekillerden daha coktur.

Bilimin her alninda oldugu gibi, matematik de theoremlar1 genisletme
ve miimkiinse genellestirme pesindedir. Belirli integral bu gereksemeden
dogmustur. ilk genellesme, bilinen geometrik sekiller yerine, bilinen
fonksiyonlarla simirlanmis diizlemsel bélgelerin alanlarinin hesaplan-
masl isidir. Daha sonra ¢ok boyutlu uzaylarda yiizey alanlarini bulmaya
genisletilmistir. Ayrica, fizikte farkli amaclarla kullanilmaya baglanmstir.



nin yaklagik

28.7 Belirsiz Integral Kurallar 387

Simdi bir [a, b] araliginda tamiml f(x) fonksiyonunu diisiinelim.
Ox- ekseni x = a dogrusu, x = b dogrusu ve y = f(x) fonksiyonunun
sinirladig diizlemsel alani hesaplamak isteyelim. Genisleme icin daima
iyi bildigimiz kavramlara dayaniriz. Dikdortgenin alanini iyi bildigimize
gore, s0z konusu diilemsel alani dikdoértgenlere ayirmaya ¢alisalim. Tabii,
y=f(x) fonksiyonu Ox-eksenine paralel bir dogru degilse, dikdértgenlerin
alanlarinin toplami ancak gercek alanin yaklgasik bir degeri olur. Simdi
bunu geometrik olrak agiklayalim:

Once, f fonksiyonunun [a, b] aralig1 izerinde pozitif degerler aldigim
varsayalim. [a, b] araligini, esit olmasi gerekmeyen alt araliklara bolelim:

A=X)<X1<X2<..<Xp_1<Xp,=b (28.25)

Her [x;-1, x;] araliginda bir ¢; noktasi secelim. f(c;) = yi diyelim. Ox-
ekseni x = a dogrusu, x = b dogrusu ve y = f(x) fonksiyonunun sinir-
ladig1 diizlemsel alan, yaklasik olarak tabani Ax; = x; — x;_; ve yiksekligi
vi = f(ci) (i =1,2,...,n) olan dikddrgenlerin alanlar1 toplamina esittir.
Bunu soyle ifade edelim:

n
Sp = Z Vilx; = y1Ax1 + yoAxo +...+ ynAxy, (28.26)
i=1
(?2) ifadesine [a, b] araliginin bir boliintiisii (partition), (28.26)
toplamina da bu parcalanisa ait Riemann toplami denilir. Ayrintiya
girmeden, f nin belirli kosullar saglamasi durumunda, en biiyiik Ax;
uzunlugu sifira yaklasirken (28.26) toplaminin varhigini séyleyecegiz:

n
lim s,= lim i AX; 28.27
max{Ax;}—0 " max{Ax;}—0 lgi Yi ! ( )
Tabii, lim;,qx(ax;}—0 oldugunda alt araliklarin sayis1 sonsuz olur ve her
bir alt araligin uzunlugu sifira yaklasir. Dolayisiyla, (28.27) toplami bir
sonsuz serinin toplamina déniisiir.

Belirsiz Integral Kurallar

Teorem 28.47. f(x) ile g(x) fonksiyonlari [a, b] araliginda tanimli ve
integrallenebilen iki fonksiyon, k € R sabit bir say! ise, asagidaki bagintilar
vardur:

L [P +gdx= [P fodx+ [P gdx
2. f: kf(x)dx= kfff(x)dx, (k sabit say)

3. [Pkfwdx [C fdx+ [P godx, (cela b))
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P kdx=kb-a)

N

S

fff(x)dx:—fbaf(x)dx,
f;f(x)dxzo,

S

7. x € [a,b] ve m, M sabit sayilr olmak iizere m < f(x) < M ise

b
m(b—-a) 5[ fx)dx<Mb-a)
a

o

J2 fedx| < [71f0ldx, (a<b)
9. x€la,b] icin f(x) =0 isefff(x)dxzo

10. x€la,blicing(x) = f(x) iseffg(x)dxzf:f(x)dx

Calculus'un Birinci Temel Teoremleri

X BE Calculus'un 1.Teoremi

Teorem 28.48. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise;
F(x) =fff(x)dx, x€[a, b
foksiyonu (a, b) araliginda siireklidir, tiiretilebilir ve
F(x)=f(x) xe(ab)
esitligi saglanr.

EE®A Calculus'un Ikinci Temel Teoremi

Teorem 28.49. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise, yukaridaki
gosterimler altinda,

b
f fdx=F(b)-F(a) (28.28)

dir.
Ornek 28.50.

y=f), Ox, x=a, x=>b egrilerinin sinirladig1 diizlemsel alan,

b
f fxdx (28.29)
a

[ o [ s belirli integrline esittir.

Sekil 28.3: Diizlemsel Alanin Belirli Ornek 28.51.
Integral ile Hesaplanmasi
y = 2x egrsi, Ox dogrusu, x = 1 ve x = 2 dogrularinin siirladigi

YA
diizlemsel alani bulunuz.
. y=fin
— 2
/ A= f 2xdx (28.30)
h_. 1
- ¥ =g(x) 2
~N = x*[; (28.31)
T b % =22-1=3 (28.32)
Sekil 28.4: Diizlemsel Alanin Belirli A= 2+4 x1=2 (28.33)

Integral fle Hesaplanmasi

5 Nolg
[ 16 = 3 LG+ ) (B,
" n=0 <
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Ayni sonucu, Sekil 28.5'deki yamugun alan formidilii ile de bulabiliriz.
Animsayacaginiz gibi, yamugun alani, taban uzunluklar1 toplaminin
yarisinin yiiksekligi ile carpimina esittir.

Bazi araliklarda y = f(x) fonksiyonu negatif degerler alabilir. O
zaman (28.26) Riemann toplamindaki negatif y; ler icin gikdortgen
alanlar1 negatif olur. Oysa, diizlemsel alanin degeri daima pozitif ol-
malidir.Negatif alan tanimml degildir. O nedenle, negatif alanlar pozitif
yapmaliyiz. Bunu yapmak i¢in fonksiyonun negatif degerler aldig: aralik-
lar1 saptar ve onlar i¢in buldugumuz belirli integrali pozitif yapariz. Bu
eylemi pratik bir formiile baglamak da miimkiindiir:

+3

b
Azf |f(x)ldx (28.34)

3 _ 8?3z

fla) =Tz

Ornek 28.52.

egrisi altinda ve [%, 1] alaig1 tizerinde kalan alani bulunuz. Verilen
bolgede y = cos x fonksiyonu pozitif degerler aldigi icin, istenen alan,

1
A:f cosxdx = sinx|j (28.35)
0.5
= sin(1) —sin(0.5) (28.36)
=0.841-0.479 (28.37)

=0.362 (28.38) m

olur. 7% ‘ %\/x

Ornek 28.53. Sekil 28.7: y = cos x altindaki Alan

Yaricapi r = 3 olan dairenin iist yar1 diizlemdeki alanin1 bulunuz.
A 3 Vo2 ) .
E: 9—x?dx= | 3V1-sin“t costdt, [x=3sint, dx=3costdt]
0

/2
= 9f cos’tdt
0

9 /2
:—f (1+cos2t) dt
2 Jo

9 9
=—t+—fcos2tdt
2 2

9 1 /2
= —t+ —sin2t
2 2

0
—9sin 1(1)
T2

_9n

22

_971

T4

olur.

Uyar1 28.54. Asagidaki integral formiilii kullanilirsa ayni sonug elde edilir.

2
u a u

f\/az—u2 du:—\/az—u2+—2 sin”!'(=)+C
a

2
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Ornek 28.55.
3 3
f Pdx==x% =9
0 0
Ornek 28.56.
2 2 2
f (4x3 —9x2)dx = 4[ Bdx— 9[ x?dx
0 0 0
4 3,12
= (x*-3x7)],
=24-3(2)°
=1624=-8
Ornek 28.57.
0 1 0
f @2x-1)%dx=-2x-1* =-78
_2 8 -
Ornek 28.58.

y = x?—4x+5ile y = 2x — 3 egrileri argasinda kalan alam bulunuz.

3 4
f [(x* —4x+5)]dx f (—x*—4x+5)dx
1 2

3 3

X
Z _2x*-5x)

64
= (? +48-32)

3 1
64
)
Ornek 28.59.
2 X 3 23 8
f otdx= 2 [ =2 -8
0 In2|, In2 In2
Ornek 28.60.
2v2 2 P2 v
f (x*+Ddx=—+x =—
0 3 0 3
Ornek 28.61.

y =1- x? parabolii ile y = x dogrusu arasinda kalan alani bulunuz.

%(—1+\/§ 5
2
f (1-x-x*)dx=5= =1.86339
1-1-v5) 6

Ornek 28.62.
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y=16x—10x? + x3 ile y = —16x + 10x? — x> egrileri arasinda kalan alam

bulunuz.

2 2 3 8 9 3 1136
f (32x—-20x"+x )dx+f (32x—-20x"+x")dx = T:378.667
0 2

Ornek 28.63.

y = |x| ile y = 6 — x? egrileri arasinda kalan alan1 bulunuz.
3
f (6—x*+|x|)dx =27
-3

Ornek 28.64.

[0,27] aralig1 lizerinde y = sin x ile y = cos x egrileri arasinda ve [kalan
alani bulunuz.

T

/4
f (cos—sinx)dx + f (—cos+sinx)dx = 2v?2 ~ 2.82843
0 /4

Belirsiz Integral

Belirsiz integral terimi, bir bakima, Tiirkce'de talihsiz bir adlandirmadir.
Ingilizce'de indefinite integral teriminin karsiligidir. Ama o terim yer-
lestigine gore, onu kullanmayi siirdiirmeliyiz. Aslinda bir fonksiyonun
belirsiz integrali, birbirlerinden fark: birer sabit olan fonksiyonlarin
olusturdugu bir vektdr uzayidir. O uzaydan herhangi birisi integral olarak
aliabilir. Hangisinin alinacagi belirli degildir. Belirsiz integral deyimi
onu ifade ediyor. Biz o kadar ayrintiya inmeden ¢ok kullanilan bazi
fonksiyonlarin belirsiz integrallerini listelemekle yetinecegiz.

WEXWA Belirsiz Integral Formiilleri

Temel Formiiller: Asagidaki formiillerde u = u(x) fonksiyonunun ilgili ar-
alikta stirekli, tiiretilebilir, tiirevinin de siirekli oldugunu ve varsayacagiz.

a, b, k € R sabit sayilardir.

L fu"du=-5x"""+C, (n#-1)

2. f% du=Inlul+C,

3. fudv=uv-fvdu [par¢ali (kismi) integral formiilii]

4. fﬁ duzélnlau+b|+C
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